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PREFACE 


La theorio dos aquations integrities, nee d'ltier, ost d’ores ot 
tlrjit olnssique. Kilo a fait son on iron dans plusieurs do nos 
enseignomontH. INful rioutc quo — peut-<Ure a la favour do non- 
venux porfcctionncmoiits ~ olio no s’impose bieutbt a la pra¬ 
tique rcmrante du raleul. (Tost unc fortune rare parmi I os dor * 
trines mathcmatiques, si souvent drslinoos a roster dos objcts 
do museo. 

Co sort exroptionnel ost, rependant, a noire avis, eonforme a 
la logiquo. 

I mesuro quo, on Analyse, problrmes ot mothodos tendent a 
perdre lour earartoro forme! ot a dopassor lo corclo des ras 
d’intograbilito propromont dits, il setnble bion quo* ('integration 
et non plus la differentiation, doive apporaitre rornme belemonl 
simple rntnino Lmitil lo plus usual, puree quele plus puissanl 
ot le plus mnniabto — du ralrul iuliuitesimal. I.’intervrnlion des 
equations inlegrales dans I'etude dos problomes do la Physique 
matltemaiique ost, an fond, one phaso do cello evolution. 

II nous parait sonbaitablo quo eolle*ri ait, dos a present, sa 
reporetjHMon sur renseiguomenl. Kn tout ras, la belle methode 
quo Ton doit a M. Predltobn, manpio on ltd progres qudl 
intporlo do la reudre urressiblo non plus soulemont aux futurs 
dortours ot a rou\ qui poursuh rout les examons d'ordre olex e, 
mais a tons rettx qui, a quelquc degte epic ro soil, ctudient les 



tine lelle neecssile a (He ressenlie un pen partoul, el, a 
Tetrangcr, d’excclIenLs exposes, — (els quo relevant traite do 
.M. Bochor, pour n’en oiler qu’uu — onl (He ronsanv.s a la 
tmclhode qui nous ornipe. 

MM. lleywood cl Freehel, en abordanl a lour tour le indue 
•sujet, onl vis6 a (Hro olairs, olomentaires o| praliqurs. I Is onl 
're to nil do la lli6orio loule.o <pii a deja acquis sa forme dtdini- 
'live cl prali([ucmonl ulilisahlo, el se soul homes a e<q ensemble. 

• deja singulicrcmcnl fecond a lui soul el suflisant dans tons les 
cas usucls. Ils n’onl pas separe cette throrie des applications 
(|ui cn sonl la raison d'etre el Fungine indue, et qu'ils out 
t passees cn revue aveo grand soin. (inter a F oeuvre aiusi eonrue, 
nos cludianls pourront, tout en restaut surs de no pus dre 

• entrainds dans dos diflirultrs inuliles, posseder aisement te 
■ nouvcl instrument analytiejue. 

Ils dcvronl cc resultal a uno collaboration inlorttfttiomde it 
‘la(|uellc on no saurait imp applaudir. M. lleywood a etc, il \ a 
quclquos annecs, noire hbte el I’auditem* ass id u de nos emirs 
parisiens. II s’en csl souvonu on prdant retie fois sou emirours 
•a un dc nos jeunos inathdnaliriens (font lo noin ( v t le latent mmi 
deja assez connus pour que nous n aynns pas a le presenter an 
Jccleur, en vuo d’umueuvro <( ui sura bonne ct utde. <;Vm la 
unc ho a reuse initiative : puisse-t-dle trouver dn immhreu\ 
imilateurs l 


hiwm 1IA!)AMA1U). 
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KT SKS APPLICATIONS A IA PIHSIQUE MATIIKMAT1QUE 


INTRODLCTION 


1. Caraot6re des questions trait^es dans ce livre. — 
Les methodes que nous allons dnseloppor s'appliquent surtout 
aux proldemes do Ph\siquo mathemalique qui eoncerncnt lcs* 
(‘([nations mix derivees partioll< k s du type elliplique (voir plus loin 
n" 1» [>. i/j), donl le plus comm os l le probl&mo do Dirichlct 
(n u 4 , p. 17). 

Dans la [depart, des ras deja etndies, Irs proldemes en question 
>e ramenent a une rt/uaiinit tie Fredholm, e’est-a dir<‘ a une equa¬ 
tion d(‘ la forme 

0 ^{*.l)r{l)dt As) 

« tl 

on K(sJ) 1 , /'(.v) sunt des lunations ronnues. ()n eherche une func¬ 
tion, v (xk qui satisfasse a rette equation. Le pa ran mire A esl in* 
troduit pour fari liter la disnission. Nona ronsidrrerons aver (1) 
Liquation ussoaei* 

•1. 

(a 1 *1* 1 s' /. I k (/, s) >1 [Hilt J {a . 

« 4 

Le Dnuieme Lhapitre sera ronsnrre h la resolution de celte 
question, (pit en( rlTertu«V par plusieurs methodes distinrtes don- 
nant * t s ) sous des formes di Hercules. 

La pi eiuieie iitetiuulc, eelle d iteration, due a Neumann Ot \ ol - 
In ra, in »uh doune une M*rie entiere eu ),* donl les coe Undents sont 
dm fomlionn de x. Kile esl vnlahle pour les valours de A plus 
petiten en moduli* qtt'un rertain nombre fixe. 


Os (hi cclir Dilution k lit ipothi. 
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La seconclc m< 5 thodc, ceilc do Fredholm, donne pour y\s) lo 
rapport do deux fonctions entities on X, e.’ost h dire uno hmetion 
meromorphc (voir p. 5) do X. (les Inactions sont obtonues sou* 
la forme dc scries entiores dent los radons do convergence vmt 
infinis. Le numcratcur du rapport a pour eneflieionlsdes puissances 
de X, dcs fonctions dc s cpii rtfsultent do [’integration do certain* 
determinants. Lo denominateur est indepondant de .v. La solution 
ainsi d6termin6e csl unique . II y a nnc diilieulte pour le* inlem* 
de X qui sont poles dc cetlc fond ion meromorphc ; la methnde 
montre quo dans cc cas nnc solution n’existe pas on general, main 
la methode domic la solution dans lt*s (‘as exeoptionneU on dir 
existe. 

Enfin une application con vena bio de la methode —■ devet«»pptV 

surtout par llilhcrl ct Schmidt -.domic la solution eherehee mius 

une troisiiuHC formo, colic d’une serie do functions funtlnmenhtles. 
Cos fonctions sont dans lea casordinaireslcs solutions dc requafttm 
komoyfoie 

cp (s) — X / K («, t) o (lj di <>. 

a 

Cette Equation n’est salisfaite on general que par 

f f( s ) <». 

mais il existe one suite do nomhres — constitutes cttrueteristo/iies 
(on nomhres fondamentanx (*)) 

X t> ... 

pour chacun dosquels cctte Equation a une solution finie, M»it, 

?*(*). ••• ?«(*}, .... 

Co sont les functions fondamentnks . La solution dc 1 eqnitthiii t»i 

s’obticnl alors sous la forme d’une nhie, 

a (s) = V a »f» 


(q TVapr&s M. Gouhsat. 
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Cette metliode a etc appliqu6e jusqu’ici surlout dans le cas oil 
K (s , t) est une fonction symetrique de s, t. 

lv (s,t) = K.[t,s); 

(dans ce cas les deux Equations associees coincident) ( 1 ). 

II faut remarquer qu’il n'y a rien de nouveau dans la notion de 
fonction fondamentale, qui a eu son origine avec les series trigo- 
nometriques de Fourier, et qui a occupe presque tous les grands 
geometres qui ont depuis ctudie la Physique. NotammentM. Poin¬ 
care, a qui est du le terme fonction fondamentale t a publie plu- 
sieurs memoires profonds, dans lesquels il a traite des questions 
de la theorie du potentiel an moyen de ces fonctions. 

M. Hilbert ( 2 ) a appele liquation (i), une Equation integrate de 
seconde espbce, en r^servant la designation : equation integrate de 
premiere espZce ( 3 ) pour 1 equation 

(3; f K(s,l) cp (/) ==/(«)• 

L’equation 

(4) h (s) V (s) -h ^ lv (s, t) (t) dl=f (s) 

qui se ramine immedialeinent a (i) quand h($) n’a pas de zeros 
dans Fintervalle d’integralion, est dite de troisihne espbce if) dans 
le cas contraire. 

Nous ne .nous occuperons pas en general de ces deux dernieres 
equations. 


( J j Voir la note B, p. i 46 pour le cas gdndral. 

( 2 ) Nachrichten... zu Gottingen , 190/1, n° 1. 

( 2 ) La theorie de ces Equations est beaucoup moins simple que celle des 
Equations de deuxi&mo espbce. En opdrant comme au n° 6, a 0 , p. 43 , on 
verrait facilcment que mSme dans le cas simple ou le noyau est de la forme 

a,($) £*(*), liquation de premiere espdee n’a pas, en general, de solution. 

<7=1 

( 4 ) D. Hilbert, Nachrichten... zu Gottingen, 190G ; E. Picaiid, Comples 
Rendus, 28 fdv. 1910. 
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2 . — Lc but principal de ce livre est d'cxposer cotte thtWie an 
point devuc dcs applications physiques. Nous avons pour cette 
raison &ionce au Premier Chapitre un certain nombre de problfanes 
de Physique qui conduiscnt a imc Equation (hi Fredholm. (!es pm~ 
bl&mcs revienncnt en general h cherchcr line fonetion analytique a 
rint(5ricur d’un domainc ferine, cpii salisfail h une equation au\ 
d6riv6es partiellcs, ct qui so reduil; i\ une suite de valours donnees 
t\ la fronti&re de ce domainc. 

Dans le Troisikme Chapitre nous appliquerons h la resolution 
de ccs problimes les r<5sultats du Dcuxi&mo Chapitre. 


3. Cas de plusieurs variables. — I/equation (i ) delink une 
fonclion y (.v) qui depend d’une sonic variable X: rextension au cas 
de plusieurs variables esl immediate, et il n'y a aucune inodifira- 
tion k faire dans les demonstrations pourvu qu’on nstreigne ta 
fronli&re dc ce domainc d'int^grnlion i\ dcs conditions de n f *gu!nrit$ 
convenablcs. En prcnanl par cxcmplc le cas dc deux variables, on a 




‘/x, 


R(Si, Sj ; ii, /a) <f> (ii, ij) (l [l i , i 2 i J S s,,x, 


L’inlegralion s’dlcnd a mi domainc (D) dont mi point cst deter • 
mind par les coordomu'cs (/,, /,) : (D) est atissi lc domainc ,,u 
sont ddfinics les fonctions ^(.vi, .vj,/(,<,, .s’a). II nous arriu-rn pour 
abrdger dc dire que <p(s t , »„), /(.v,, s») sont dou\ fonctions du 
point M dont Ics coordonndcs sont ,v a ), ct que K (x,,,vj \ l u t, cst 

une fonetion dcs deux points M (.<!,«„), P(/,, i t ) ; (m ,' rr ini ]V .,| U11 
lion sous la forme 


(O' <p(M)-xf K(M,P 

oil dta, ddsigne un dldmcnl d’aire de (I)). Dans rotte fnrmulc pour 
simplifier l’dcrituro nous convcnons quo le signe / design,, rette 
ibis une integration double. 
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4. Gas r6el et cas complex© (*). — Nous no nous occupcrons pas 
des variables complexes ; mais nous pouvons fa ire les remarques sui- 
vanlcs. 

La method© d’ileration et la met bode cle Fredholm s’appliquent au 
cas g6n6ral ou les functions K (s, /), f(s) et lc chcmin d’inl<$gration sonl 
complexes. 

La mothode cl les rcsultats tie Hilbert cl cle Schmidl ne s’appliquent 
pas ton jours a cc cas gditfral. 

Lorsquc les fonclions K (s, l), f(s) sont rid les, et lc chcmin d’inte¬ 
gration rid, la solution el les (onelions fondamcnlales sont reelles. Les 
conslantes caractetrisliques sont rid les dans lc cas syrnkriqae, mais 
dies no sont pas r< 5 cllcs cn general. 


Dans la suite de Untroduclion nous 6aom;ons quelques d6fini- 
tions et propositions qui scront utiles plus tard. 


Ihtppel de quelques definitions 

5 . — On dit qu'une fonction dNme cm dc plusiours variables 
x , y, ... est holornorphe prbs da point (a:«, y, h ...), lorsqu au voisi- 
nage dc*. ce point on pout la rcpr6senter sous forme cFunc s6rie 
unifornuiment et ubsolument convergent do puissances cn litres 
croisaantes cle a; — xo, y — y„, .... Si la add a reslc absolmnent 
convergent (puds que soient x, y, on dira quo la fonction est 
euli&rc. 

Lorsqu'uuc fonction est holornorphe pr&s de tout point interieur 
h un domaine 1 ), on dit qnVIle est holornorphe dans D. Si la 
function, sans cHre holornorphe dans 1), peut tUre eonsictnhs 

comma le quotient/! 1 de deux functions holomorphes dans D, on 
dit qu’clle est mdronwrphe dans I). line function meromorphe 
d’une variable X est an g<Sn6ral inlinie pour certaines valeurs de X 
appddes pdles de la fonction. On d&nontro que les points reprd- 


(*) ()n pmirra tans inconvenient laifwor do ccU6 Ion cLune premier© lecture 
tmii less paragraphs imprimis on petit texte. 
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sentatifs de ces poles sont on nomhro Cini dans Louie a ire burner 
du plan complete. Leurs valeurs sont memos <ln denominnleur / a 
et pros do l’linc quelconque d'cnlre olios, >/, on pout orrire la 
fonction sous la formo 

( 5 ) / 0 ). 1 ^ 

on les A sont des constanlcs cl oiif(l) ost line (unction holo- 
morphe pres dc X'. La fraction mlionnolle f — o ost nppoloo la 
parlie principal do /. 


5 1)iK . Th^or&me. — Soiont/(.s\ /), //(x, /) deux fonolimis bnnuvs 
ct intograblcs dans lo carro 0 : a •• l(s\ ty- h, ot qiu son! continues 
dans C sauf pcml-filrc on certains points disposes da faeim qull 
n’y en ait jamais qu’un nonibro (ini ay ant mftmo absoisse s ou 
mtoc ordonndc /. (Pour abr6gci\ nous dirons d'uno fonction qni 
possMc loulcs cos proprieties qu’ollo osl continue pres*/tic purhuif 
dans C). Jo dis quo la function 

( 6 ) 

Jn 

cst une fonction continue dans (1. 

If sullit do prouver quo, quel quo soil lo point ( s f /) lixe duns 
k lout nombre e > o, on pout fairo. cotrespondre \m nombro t) 
tel que les in<$galit6s 

I « — ^ I < , »l» I*- M r i 

cntraincnl dans C 

| F ($ f , () - 

Or s’il n’en 6tait pas ainsi, on pourrait Lrouvcr un nombre : <> 

tel que quel que soit n, il exisle des valours s n> U dans {a. It) pum 
lesquelles 

I * - *» I < ‘ • \t~tn j < | F(*„.g - i > •. 
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Main 

/ ^ 

F (s H1 f n ) V (s, /) : I /(*», f) [ (/ (t, /„) — 0 (t, /)] rfr 

t Jn 

^ y ( x < i) [/(■' ; ». t) — /(s . x ) 1 ,h - 

Soicnl mainlcnant M, N I os homes sii|><h - icuros do f ol de y, on 
aura 

(?) I /«) — 1,1 0 ! ■ M J" I y ( T - Q — (I (f, o | dt 

-+• N ( I/(*,.. x )— /(«, r ) I 

*7 « 

Considdrons 1c eocflicicnt do M ; il n’y a qu’un nombre (ini y de 
[)oin(s de disoontinuite d’ordonnoe / ; soio.nl Ti, t*, r v lours 

abscisses. Kn dehors des into.rvalles (~i '• 1 1 ^ , la fonolion y 

(isl continue sur la droilo d'ordonnee / par rapport a I’ensemblc de 
ses deu\ variabl(‘s at par consequent unifonnemenl continues. On 
pent done prendre r indepcndanl de r et assez grand pour (pie 

(piand n “ * r, si r idesl inlerie.ur a annul des intcrvallcs prded- 
(hails. 

II en resulte quo la par lie de la premiere integrate de (7) relative 
aux. inters alles j est inlerieuro a : 

SMV/ X aN x ' l : 1 M 
et la par tie res tan le infdrieure Ji 

j M(/1 4 M 

D’ou 

M .C I' 1 ' " ,M 4 M M 4 M 
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pour n >■ r. On aurait cle memo pour le second tcrnie do ( 7 ) 
une in£galit6 analogue pour n > r f . Done pour n r J 

| T(s n , tn) - F (s,t) I * 

contraircment a l’hypothfese. 


Fonctions orthogonales 


6. Inigalitd de Schwarz. — Soicnt f(s) ct 9 (a*) deux fonctions 
continues dans Fintervalle (a, b) ct X un param&tre num6rique» 
on a ^videmment : 

0 <f r j{s) 4-x T (s)j*c/« 

Ja 

= f l/(«)] 2 * 4- 2 X f /(fi) (p («) «I« 4 - X s f [cp <Y)] 2 ds. 

En dcrivant que le dernier menibre csl un trinOmc en 1 jamais 
ndgatif, on obtient l’indgalitd dc Schwarz 


( 8 ) 


f /(s)a(s)rfs I < f I f(s) I s ds X I I <? 0).?t/s. 

Ja J Ja Ja 

On obtient de la mime manidro 
( 8 )' 


' nb nb *" 

J I F (s t t)<b[$,t)dsdl 


n b W> 

{F{s,l)?dsdtx l*(s,i)ydsdt 

J a J u 


7. Fonctions orthogonales. — On dit que deux fonctions conti¬ 
nues f(s), cp (s) sont orthogonales dans un interval I o (/t, b) si Ton a 
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Elies sent normales si 



II cst facile tie voir que si des functions continues 
00’ ?*(*).?«(«)> — 

sont normales ct orthogonales ('), cos functions sont lincairement 
incl6pondanles. Autrcmenl (lit, une identite do la forme 

<m?i (s) . 4 . ... C',0'1 (a) -h ... === O, 

oil les 0 sont ties constants ct on le premier membrecst, soit une 
somme cFun nombre limit6 do lermes, soit une s6ric uniform6ment 
convergent, n’est possible que si cos constantes sont toulcs 
nullcs. En diet, on multipliant par •pi(s) et integrant, on a 



pour 1 ™ 1, 2, ...» q % ... . 


8 . Normalisation. —Elant donne tin systeme de functions con¬ 
tinues dans ((/, h) cl non identiquemenl nulles 

/»(* »*/*(*)./n(A ... 

on nombre (ini on non, on pent toujours nornutliscr re systeme, 
e’eat-ft dire trouver un systdne de fonclions continues dans (a, h) 

?» (*)• ?iW» **• 


p) Corximo exomplo <run tel #y*t hm^ on peut pro wire : 

, . 1 , . cms . , v tins m conns n , . «tnn* 

<p 4 (*)r *; T . , f.j's)xn , , ™ T' » *•” ~ / ’?*•»*»(*) = » 

f V^7C VIC Vn Vlt V* 


»vec « = o, 6 ” *x it. 
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qui sont normalcs ct orlhogonalcs cl tulles quo Unite oondmuuson 
lincairc dcs f($) esl une combinaison lincairc dcs \v ct inure ¬ 
ment. 

En diet, supprimons de la suite dcs J\ cellos <jui son I uno ('om 
binaison lincairc dcs prcc&lenlcs ct nous serous nunencs au casou 
les fonclions f sont lincairement indepcmlantcs (juand un m run 
sidere un nombre fmi quclcon(|uc. 

Supposons alors demontr6 qu’on pout tr<m\cr p couihinuiKuits 
lin&ures dc f, fir >-->/[» soient qui sunt normalcs ct 

ortbogonalcs entre dies. Ce sera aussl \ rai quand nu remplarc p 
par p •+• i. En clTet, formons 

(!)) ?;<H ' "'•I'Pi I I V?f ■ I' 'Vi tfi 1 ■ i 

ce sera une comhinaison lincairc dcs f Kile sera urlhogoiude h 
<pi, ...» <p p si 1’on a 

0 ^ f ?i»-H ( s ) % W da •= Cf { f c p 11 I J ], f j (s) y A [k i 

D’ou 

i 1 

?li | 1 ~~ <‘i> ( l 1 ,/ji | i I Jf ■ i (•*) r fi, .')</.< . 

, * " 

Lc crochet n’csl pas idenliqueniont nul, sans quoi / , smut 

une combinaison lin&iire do ■p,, <j> (1 at par malt! do /, f\ . f ¥ 

ce qui serait contrairc t\ I’hypothtW. Alors, un puttrra cvidfiiimont 
choisir c p ^ de layon quo q9 JI+J soil nonnale, ce qui driuontre untie 
romarque. Or cclle-ci adiniso pour /> functions cat \raic pour unc ; 
elle est done gencrale. be tWoriitne cst alors dt'mnntn'i. car ten 
functions orlhogonalcs cl normalcs f lt ... sont neoessairrment 
mdependantes, et, non settlement dies sont him tics ooinbimiiM.n- 
lineaircs dcs f, mais d’apres (p), los/sonl attssi dcs ouiii1iu»um.uh 
lin&ures dcs 9. Do plus nous voyons quo si los fund iiin'aimumt 
independants, 1c nombre ties 7. sera fgal a celtii ties /’, en pat ti 
culier s’tl y a une infinite de fonclions/, il \ aura une inliniti* tic 
fonctions <p. 
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9. Conslan/es <h> Fourier (jtntralistes. —Gonsid^rons un sys- 
l&nio normt, c’esl-i-dire un systeme dc foncLions normalcs el or- 
thogonales entre olios 

¥i («). ?a(«). <P:i(s). 

II esl facile dc voir qu’uno lone Lion K ($) qui pent ctro considdrce 
coniine uno combinaison liixtSaire (Pun noinbro fini ou non clefono 
tions do ce sy sltune nc pout dire cxprimdc ainsi dc plus (Pune fa- 
c;ou. I Pune nmniere precise si la serio 

l-d a ? a (s) f- ... ■ I- d n o u {$) I-... 

est coinposde (Fun nornbre lini do tonnes ou converge unifor- 
mdmont, les cocflicicnts supposes constants d l9 d h ... sont bien 
d6tormin6s par la sommo F(,v) do colte s6ric. En effel, cn multi- 
pliant par ($) cl integrant, on aura 

dn- j' 1-a*)?-. (*)'/*• 

Par analogic avoo ce qui so. passe dans les doveloppements Irigo- 
nomelriqucs, nous nonnnerons les d llf les coustantos dc Fourier dc 
F (V) relativernont an sysldme des On- 


10 . InhjaUlt de Ikssel. — Soil F(.v) une function continue dans 
(a, b) cl 

?o 9 i> 

un systenie de fond ions continues nonunion et orlhogonales dans 
(a, b). Posons 

(lot J F(s) ?/.(*’) d*. 

Jn 

On aura 


»/ # *(* f*b 

I [I'V) .• I i»-*wi 9 ^ I 

< 1 a *' <t %/n 

J ’ *(* ^ /*b 

<??, (*) dn | ti 2-,*ft, F <?,,(*)?, (x)ds 

tt * ' tl 

f*h 

r:v: j K[l*)] 4 f/* - V*?' 
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D'ou une formulc important 

2«j =£ i f( s )] a < h - [ i F w- 22wi * ds - 

En parliculicr on a l’ini%alil6 dc Bessel 

(n) N>}-$ r * d *- 

Jn 

oi\ les a,, sont les constanlcs do Fourier (io) de F .v relntivemont 
aux <p (s). p ,, 

II cn rdsulte quo si les rp jt sont en nombre lnlini• la serie ^ u'j, 

r h , 1 

sera convergent cl infericure on egalc h J |F 

11. — On pent cn lirer avee M. Schmidt la consequence Mtivantc, 
Les constantcs dc Fourier d’uno function continue dc deux va 
riables ll($, l) ou Ton consid&ro i commc constant, Hunt dc« f ^mo¬ 
tions dc L : (3 P (/.). Jc dis quo si II (*s\ i) est uno function svuh* 
Iriquo, la s6rio 

f*h j '/• 

F (*0 ?,,(*) A II(*.0v>W rf « 

«st absolument ct uniforai6ment convergenle qtmnd I vane dans 
(a, b). En effet, on a 

pzzn-\-m ^ r-pwszn f-m —i r~p mn { m 

J = 2 M'Wl” | 22 '-I' 1 * ,l * 

ps=sn ^ a L p:,z:n J L p n 

puisque les © foment un systimo norrno. D'npros les inAgalitibtde 
Schwarz et dc ttesscl, appliqiukss an dernier rnemlne, on a 
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Mais la fonctlon II (x, /) 6lanl continue, la secondc inligrale 
im maximum M lorsquc / varic dans (a, b ). On a done : 

/>::“fl-f ,n i p=°0 

2I «,mo i •< i •> I < v M 22 

p=n p=n 

Oorrmie la serio cst converger)te, le second membre (el ps 
consequent le premier membre) pent dire rendu aussi petit qu 
ron vent, en prenant n assez grand ot m quelconque, tie sorlc qu 
la proposition cst demon trie (voir la note ('), p. <) 3 ). 



CHAPITRE PREMIER 


FROBLfeMES SE RAMENANT A L’fiQDATION 
DE FREDHOLM 


I. - PROBLfeMES DE POTENTIEL 


1. Fonctions harmoniques (‘). — On dit qu’une 6qualion 
lindaire aux d6riv£es partielles du second ordre (’) 


2 a*V 

a,k &XibX k 
ijk 


2 ai + X2 ' '*«) 


-appartient au type elliptic]ae, ou encore, est a caracUristiqu.es ( 2 ) 
imaginaires, si la forme quadratique 


^l/fXjX/,; 

/,/c 

.(obtenue en remplagant, dans les termes du second ordre, chaque 
a 2 V 

d6rivee —-— par un produit de deux inddtermin4es X*, X A .) est 

oXioCufc 

dd/inie , c’est-k-dire se compose d’autant de carres independents et 
tous de meme signe qu’il y a de variables. 

La plus simple et la plus connue des equations du type ellip- 
tique est I’equation de Laplace ou Equation des potentiels . 


<i) 


dx 2 


*>y 2 


a 2 V 

-—-rr = 0 OU 


AY =o 


( 4 ) Hadamard, Propagation des Ondes , cli. I. 
.( 2 ) Hadamard, Ibid . Chap. YII, § 3. 
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On appelle foitc/tinn harmoniqiw thins un domnine D h trois 
dimensions toute solution dc cello Equation analytiqnc (‘) dans le 
domaine D. 

Dans le cas ou D est illimitc, il faut dc plus quo lo rapport dc 
V & R 6tant la distance do I’originc, reslc inferiour on module a 

un nombre donn6 ^ainsi que le rapport dc chncunc des ddrivees 

. „ fiV oV aV . 1 \ 

PartieUes—, sp ST « ,{*/• 

2. Potentiel. — Los fonctiuns suivanles sont barmoniques on 
dehors des masses alliranlcs : 

i° Le potentiel d’unc distribution spatialc 

(a) V(M )=fff Pi P'l*dy<k. 

2 ° Le potentiel d’unc simple couchc elalee sur line surface S, 

(3) 11 (M): ■ /j’ ?( r l>) dS. 

3° Le potentiel d’unc double couche, 


(« w ( m )= Jj em [ : l(;.)]js=ffpm c y,i S 



( 1 ) ^ su ftlt do supposcr l’oxistenco dc V ct de sos d< 5 rivc 5 ca promidros ot sc- 
condos. 



i 6 
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oil M designc lc point dont on oonsidero lo potentiel, 1\ uu point 
Hitachi a nn element dc masse, r MT el on p est Tangle de PM 
ot de la normale a la surface S an point I\ dirigee vers Tinl^rienr 
<fig. 1). 

On suppose quo S a parloul un plan tangent unique ; la masse nt- 
tirauteest suppos6cfilrc siluec Jiune distance (inie de I’origine J,n den» 
sitd p est unc fonction finie cl int^grable : elle pent tMre discontinue. 
AL’inlirieur des masses altiranles, on a la formula de Poi.sson 

<a hI> ) A V ■ — 4 7c t o. 


3. Continuity du potential. — Dans res conditions : 
i° lc potential (Tune distribution spaliale est partout contimi, 
ainsi <]iie sa ddrivec premiere. Sa derivee seconde a hi general <b*s 
c.lisconlinnilds au\ points on 0 est discontinu. 

le potcnticl (Tunc simple rouehe est eontiuu et mil a Tinfini, 
Sa dfe riv6c premiere (continue ailleurs) a des disrontinuites mu* la 
surfaocS, sur laquelle les Equations suivimtes sont Hatisfaites, 


<5) 


1 / iVV eV\ 
a VVi ( , on, / 


2 wp(M), 


< 6 ) 


1 fcX 

a \iV*„ 




Ici l’indiec e signilio tjut*. ^ est la limilc du rapport “ 

lorsqi Von par taut d’un point Q sur la normale, exterieur ;i la «turfiue, 
on s'sipprochc du point M do In surface lc long de la normals. 
Ij’indico i signilic cju'on prend la imbue liniite Iorscpte le point Q 
est in tiricur h la aurraco. Lc signo / designc mio integrate double 
dtend wo 5. la surlaccS, dont da cat l'elemorit d'iiirc. -</ cat bangle 
de M P et de la normale a M. 

3“ Xu potcnticl (Tune double couelic (continu ailleurx") a dcitlia- 
conlinuitds sur la surface S. 11 eat mil a linlini ct natialait au\ 
Equations suivanlcs : 


<7) 


J ( W i — \V„) to >X tep (M), 

l (W, I w.)- £p(l>)™*ds. 


<8) 
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4. Problfcmes relatifs aux fonctions harmoniques. — Le 
problfsme do determiner unc fonclion Y harmoniquc dans tin do- 
mainc 1) cxtdricur ott int<5ricur h tine surface S et salisfaisant h 
diverses conditions stir la surface S do ec domaine a imo impor¬ 
tance capilale. 

11 est nomind suivant lcs dilKrenls cas : 

i° Problhne de Dirich let. — On impose a la fonclion Y cher- 
dMo la condition d’etre 6galc sur S <\ une fonclion donnee stir S 

(<)) V. -- /(M). 

2 ° Problhne de Neumann. — On donne sur S non plus les va¬ 
lours de V mais cello do 

o«) .»<«>• 

Y f 

3° Problhne de la chalear. — (/expression i /A esl donntSc 
sur S, p elnnt une function donnee do M 

(<>) 1 - p iM) V H ■■ u (M). 

La condition 

<1*2 M) 

sc rnrn&ne k la pn ; c(klenlc taut cpto <j ;zf o. 

Le mot (t probUune inixto » s'applique k mi probltune qu'on 
rencontre en particulier on IIydrodynamiquo et correspond a 
q o sur une partie de la surface, rip o sur l’autre (*). 

A ehaeune de cos conditions correspondent deux problem os dis¬ 
tinct* — interieur et exterieur. 


5. Problem©® g6nth'alis6s. — Stmt presquo attssi importants 
quo les pree/dents, les probh'unes qui consistent h trouver non unc 
function harmoniquc, cVst-4-dire tine solution analylique de 


AY :■■■ ■ 0 
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mais une solution analytique de 


(i a) 


AV = ?(M) 


satisfaisant a l’une des conditions i°, 2 °, 3° snr une surface S. 

Ces problemes seramenent aux precedents. Cherclions, en effet, 
une solution V de 


AY — o (cc , r, z) 


dansun domaine D, qui, sur la fronticre S de ce domains, satis- 
falt a la condition 

V=/(M). 


Pour cela il suffil de trouver deux fonctions V 1 et V 2 telles 
qu’on ait 


dans D 


A Vi == cp (x, y,z) 


AV S = o 
etrsnrS s V 2 .= /(») — V^M). 


La solution sera 


v = v 1 + v s . 


Or, grace a la formule de Poisson (a bls ), on a tout de suite une 
solution en Vi 



ou r = MP. (Dans le cas du pvobl&me plan, on remplacerait - 
par log /’). 

Et la recherche de V 2 revient au probifeme de Dirichlet. 

Les deux autres problemes correspondant au. probl&me de 
Neumann, au probl&me de la chaleur et.au problems,mixte se trai- 
tent dune mani&re analogue. 


0. Problemes de physique mathematique correspondant 
atnrpr6c6dents. i* Attraction newlonienne et electros tatique. — 
Cliacun des cas du n°'4 correspond a un probl&me de ces theories. 
On peut mentionner ( l ) celui de trouver le potentiel a i’extdrieur ou 


(*) 0. D. Ghwolson, Traitt de Physique (traduit par Da.va.ux), 1910,,, Paris* 
Tome 1Y, Champ dlectriqae constant , p. 129. 
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h riuleiiour cVim eonduetcnr sur lequcl s’dtale uno charge donndc.. 
Le probleme rovienl h chercher tine fonclion harmoniquc dans Df 
cl egale sur sa frontidre h une cons I ante donnde. 

Le cas on il y a plusieurs con due tours auxquels on communique* 
diffdrenles charges se red nil au cas precedent. On pent on diel 
considdrer les cl i He rents eonducteurs com me uno seule surface* 
multi conncxo. 

On pent men lion nor aussi le probleme des m a roes (‘). On eonsi- 
dere la terra com me uno sphere dont certaines parlies, correspondanli 
mix mors, sont conductriccs. Celle sphere. esl placee dans un champ* 
qui csl j)roduil par les attractions des as Ires, el par la rotation tie* 
la lerre elle memo (force centrifuge). La den si Id dleclrique sur la. 
sphere correspond a la hauleur des mardes ( a ). 

2 ° Magndfismc. — La function V pent egalomcnl dire un poten- 
licl magndtiqu( v , et Ion pent trailer le probldmo do raiinanlalion par 
in(luenee ( 3 ). La Linsique nous (Ionium une relation outre la force 
magnelique cxlerioure el interieure sur la surface du thorps aimanld* 


l* 




rtV 

a,r> 


o V 


fonclion donnee, 


k eta ill le eoetlieienl (raiinanlalion. 

Ce probleme dillere un pen des problemos des n OH 4 el 5, nous, 
verrons dans le. n° 9 qu’on le rdsoul do la mdme maniere. 

L*hytlro(lynami(/nt\ — La lonclion V esl main tenant le po 
ten lied permanent des vi tosses ( 4 )» Le prohleme du mouvemenl 
irrolalionnel d’uu litpiide dans un vase ferine immobile quo ce 
liquide esl suppose rempi i r oxaetemont correspond a la eondilion 

o\ 

o. 

»VI 

Si les parois du vase se deplaront (le vase restant toujours com 
plelemont ploin), on a 

^ fonclion don nee. 
o/i 


(*! Dakwi*, Philos. Trans ., 1879, pp. /|/»7, ; 1880 (III, p. 7*3; 1881 

III)/ I*. '|«M ; I 1 * :i 79 * 

i«t Poiseuu;, Journal dr MathMalhptes, 1897. 

(», Mahoaut el JoCiikut, Mrclriritt rt t. I, S »7°* 

iVj Ai*i*ki.i., Trait** dr MtranitpWt l. III, p# 827", 
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Lc mouvcincnl dcs pa mis os l assujriti a la condition «|uc lc \»i 
lumc du liquidc rcsle constant, dc* sorte qu on a 



On obtiondrait un problem*'. dill.-iruf. nix |»ai li« uli. r <I» i*r.* 
bl6mo de Dirichlot, on Huppnsnnt <|in* la diiwtion dr In 'if**-*.' m 
chaque point d’nno, surface I'ormrr ext immiab' tk n tiv Miifnn\ 
Celle-ci dcvanl 6lrc alors uno surfaiv do ni\rnu, <rla n-\irnt a 
donner 

V constants stir la surface. 


Si cntin on a a Ha ire. a un liquidc prrsentfint unr mu face lilit #% 
on doit determiner V on so donnant ses valeur* mu iwpor/ie d'ane 

surface cl celles do * sur Vanin* parlit\ <a» nut m* latuene done 
an probl&me mix.to. 

f\° Elasloslalujae, — ConsidtVons lc can d’une jh*I ifdefot uia 
lion d’un corps do forme don mV, ct suppo^um quo t etle defot ttwi 
lion derive d’un potential V (*). On a 

AV,, ft 


on 0 cst la dilatation. Si dcs forces dunmVs agi^ent mn la Hurfa* c 

on connaitra J . La fonction 5(./\ y,;) sera ilonmV pat bi force 

de masse. On a done un ons du probleme generalise Far matte, 
lc problfemc est notablomcmt plus difficile lompj’on ne In it pn* stir 
la solution rhypoth&no pnVtklente, 


(i) Soil (a?, j, z) f (x + L y + r lt : f ; tm cmmhmn *Vn <riitt point I* 4 a 
corps avant ct aprh la deformation dm h 1’adiwi dm Umm tin tm**u «i ,!»>% 
forces de surface. Notre hypothetic a'exprimo par let rilatiuftt ; 

t „ ciV . . ft V „ cV 

* tuc * * ! ■ Ok ’ ' 5 4 * 

L* dictation 6 e»t la rapport do lWrmnw.m.mt do vol.ima au „du.i,.. ,.ri 
milif : on a : 1 


i « « + 4Vf » + < 
ft* T AT T fit 


■ AV. 


V Anna... 1/ _?_ a 


ft* 
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5° Thtavie <h> hi chulmr. — Le probleme d’un corps cn equi- 
fibre do temperature avec rayonnemcnl (*) nous dormc le probleme 
du n° 4 avec la condition 

kV — ^ ' : lb notion donnec. 

brii 

(Post la loi do Newton. 

7. — Relalivcmont h chacun des problemes des n°" 5 ct 6 so 
posent deux questions preliminaires. Kst-cc qu’une solution cxiste? 
Si olio cxiste, est elle unique? La m 6 lhodc dormc unc response Ires 
netto h chacune de cos questions. 

11 faut remarquer quo la Physique resoul ces questions dans les 
cas ciuSs an n° 6 . II est physiquement Evident quo les divers bqui- 
libros proposed seront r< 5 alis 6 s, et qu'ils no seront rdalistSs que 
d’une seule maniere. Mais celte response nc sullit pas au point do 
vue malhemalique et nous aurons a la completer. Pour eela, il 
nous sera sou vent commode ci’u ti User la notion do function de 
Green. 

8. Fonction de Green. — Soient M, P deux points du domainc 
1 ) : envisagoons la fonction des deux points, 1 - - ^ (**). 

(lonsideree comma fonction de P, elle est anal\ti(|iio en tout 
point sauf en M, et si M n’est pas sur la surface S, elle prend des 
valeurs doterminoos cm lout point de celte surface. 

lma^inons qu’on puisso (‘.onslruire une fonction m barmonique, 
dans le domaine 1) (limile par S et, inleriour on extericur a S) et 

prenant sur la surface S les valours jjp ^ , M etant pour le mo 

menl un point iixe. (leer revient a la solution d’un probleme de 
Diricldet do Fespece indic[uc ; e au n° 4 , p. 17 . 

La fonction barmonique de P 

- — m r= r;,M.I>) 


(i) Bochhinkhc}, Thforie mmlytiq tie de la Chile ur, t. II. — Ciiwm.sos*, loc. cU., 
t. Ill, p. 3o3 el 33 1 . 

* a t Dana tout <*o mimt'ro, on dovra romplacer 1 par log 7 , pour obtenir to 
ran chi plan; il faudra en outre remplacor hr: par air dans la formulo (i3). 
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,q„i s’annulc snr S cl qui nunc singulimti' am i«*int M «'»!q»<llc 
ifoncliondc Green relative a !)• 

Ellc csl symclriquc on M cl I’, o'osl a-cliro 

<; (M. i») <•; i\m>. 

Bans lc cns on M cl I* so trouvonl a la fnis stir la mii Imv, In 
ifonclion (j'.s’annulc dgaloment, jamrui quo les ilu»\ j»‘ints no 

coincident pas. 

On d&monlrc dailfours qu’uno lots connuo In fostrlitm dr tlrrni 

la risolntion du problonie do Diriohbt s’ensunrait, Mab ihhih 
n’utiliserons pas co fail. 

Au contra ire, nous nous sorvirons d’une autre projitirlr remar~ 
suable oxprimoo par la formub 

(i3) A f/(P)c; (M, Pub*. : — /, rf(M) t 

•dans laquelb /(M) ost nnc fonction (info qurfouncjuo a\nnt den 
ddrivics premieres et on le sign* 1 J disigue tun* integration ttipb 
•efTecluic dans lc domninc I) donl lYdement de volume r*t 

Pour dimontrer cello relation, on ck*rit le premier membre sous 

k* forme 

A I ‘/(P)<W — A j w’M.l*) ./IV.. 

Jti 1 ,Jt» 

La sccondo expression s'ivanouit, puisque m est harumniipte, 

Xa premi&re infogralc eat le poterttiel dkine distribution d« 
watbre cledensit6 /fP). 

Done le premier merrtbre do MX owl Wen %nl i\ 

- 4^/iM) 

^ cause do liquation de Poisson (a 1 **"}, p. ifi, k iaquelfo witidiiit In 

ipremi&re infograle, pourvu quo /(M) pos»M« dm tforivtbs pre- 
uni&rcs 
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Enfm nous 6tablirons aussi la propri6fco suivantc : 

L’inldgralc 

(lA) .r/(l>)(J(M,P)eU 

nj D 

fi’annulo lorsquo M s’npprocho do la surface. 

Eu oliol, tons les (d&menls do eette integralc s’annulenl sauf 
cclui qui (‘.onliont Ie point M. 

Prenonsun point A surla surface (lig. *i)olaulour do A dderivons 
deux spheres c t , r a do rayons /*,, /•*,. 

Considerons la partita de 1'integrate ([ui 
sYtend h bespat .e ^ cnlro cos deux 
spheres el la surface S (*). 

Soil M un point siluo a unc distance 

de A plus polile quo, ^ ^ 

La function hannonique nr n’a ni ^ 
maximum ni minimum, el (die osl 

egnle a sur S ; par suite olio reslo coin- log. **• 

prise entre lo maximum et le minimum de * sur la surface. Kile 

osl done positive. 

D'aulro part c| * — w mi unc function de P harmonique, said 

an point M, qui s’annule sur S, etqui ghI attremenl positive au voisi- 
nage de \I. Kn Ira rant autour do M une sphere Ires petite, on voit 
qu'rntrr retie sphere rt S, rj a nn maximum posilif sur retie sphere 
et tm minimum mil sur S. Par consequent, rst positive partout, 

<»L puiaque m **. o, elle rst on moduli* plus petite que \ Si K (*st 

le maximum dc /(P) dans I), on a done : 

[i T>) | /'(I 1 )*-, < K I ‘ <(«,. 

I riant une partie queleonque de I). 



! Noun ;i\i)is snlrtlUn.' thin* la tiguro 3, 
aurfare el \oItimc renform^a **, 


contour at feiro ronformas » ft 



24 


L EQUATION OK l’KKIUlOl.M 


11 laut demonlrcr quo Pintegrale (i\) lead \or.s /Am cjuaiol ie 
point M s’approohe d'un point A da hard. (Ilioisissons d'ahutd an 
petit nombre positif £. Nous allons ddniontrer qtnm prut piradta 
le point M assez pres do A (tig*. y) pour quo PiutAgrale (i \} suit plan 
petite quo s. 

Autour de A cl&rivons line petite sphere do ra\un s, Suit \1 
h PinlAricur de eel to sphere. Nous pomons rhnisir lo ra\<>n 


tel quo 1 integrate j ~ tUendue a Pintoneur d’nne Hpljrrr 


de centre M et do rayon *x*> soil plus petite quo * ,r otnnt la distaiuv 

entro le point P ot lo (centre, Kn otlot oettr dernhVe intrgrnle rst 
6gale h 


4 rr r’ J t/r 


Hr.y\ 


llcmarquons quo o (Haul aiu.si chuisi rt iiv«*. la -|d..‘to lix,- 
reslc tout onlioro comprise dans la spIuV vnriaiilr <■., ,, \\ 

1 intcriour do la sphere lixe fi dirrite mi tour do \. 1,‘itdt’ 
gralo (if)) relative i\ la purlio • du dtmiainc I) ,‘i Piute** i«nu dc l t ( 
s t )h6rc llxo c, sera done j.Ius potii,. ((Ut . *, f,,. s ( q,„ ,{,• r m t,'- 

gralo (i5) cxttincurs h la sphere c, aunt lint- h il- tnid.m vet- 
9&e0 lorsqueM s’npproehedu land, r, lixe. !>..», .. 

rendro lo rcato de On ((•gralo {i * plus ptil quo ‘ n, t.-n.l*.- 

M vora A. 4 

Done on pent rendro Pint,'-gralo (*,) ‘ ‘ : 


Nous venona do traitor un cas , 1 ,. 1 * r„ ll( ,i„n do (in,.,,. d.„,t 
loxtslcnce ,l('.pond do la nSuluti,.,, *|„ pnd,|.-,„e Mnn de 
Diuchlct. I y a nuns, i, cnnsidtlrer la iiim tio,, do tin,-,, rWntix. 

,:tzir * urr ”"’‘- 1 ™ 1 " .*..... 


stu‘ la surface ol 




«>/t 


o 


dn 




<> 
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sur la surface pour les cas cxlerieur et inlerieur. Pour approfomlir 
cello queslion nous avons besoin dcs rdsultals du Deuxietne 
Chapilro. Nous rceonnailrons (n° 14, p. 121 ) h laid© do ccs re* 
sullals <[uc des fonclions do (ireen salisfalsanl h cos conditions 
n’cxistonl pas dans tons les cas. Dans les nnmdros suivants (n° 13, 
p. 9 . 9 ) nous indiquerons l’emploi do corlaines de cos functions de- 
(* reen. 

9. La mis© en Equation. — Nous aliens mainlenanl inonlrer 
comment a une exception pres ($ f f 9 p. 20 ) les problemes precedents 
so ramtnenl aisemont a dos equations de Fredholm, c’esl iVdire do 
la forme (i)', p. /|. Hnvisageons cfabord le problem© i°du if 4, 
e’esta-dire 1c probl<\mo do Dirichlet. Nous le remplaccrons par 
un problem© plus gdndral : 

Trouver une fonclion V harmoniejue dans tout respace (saufsur 
la surface S) el qui sur la surface S satis fail h la condition 

(i<») V, | ( ,V f . ;x/(M , 

on a est un para met re arbilrairo. 

Pour o. o, nous avons lc probleme inlerieur ; pour o, x y 
le problenu* evtrrieur. 

Hemar<|uons mainlenanl que, riant don net* une disiribution tie 
inaluVe, une integration sullil pour determiner .son potential. Done 
si nous pouvons determiner une disiribution dont le potential sa¬ 
tis fa it a noire condition, le problenu* sera resolu. Nous rherehe* 
rons une dnulde enurin' (‘) dr densite 0 etalee sur S et dnnt le paten- 
tie I W ( \ ) sntisjuit a In canditian (1 f>). 

Les equations (7) <*t <«S) Mint maiutrnant salisfaitrs. Ft si nous 
substituons dans (’equation ib les e\pi vsfums de \ , { \\ ,) vt 
de \,( \\,,) tirees de 7 et (»S| nous anions une rquatiun tenter- 

inant la densilt* chetvhee, 

17, m it;. fM 1 > | p(lM 4 * dS J \. M) 


*» On jMmrriiit sr dmmmdor fmtirijtint non* t tummim* mm thnthle ntm-h? 
ii’t’Ht «|iH* ndtr t^piVc d«* dUtriliulton nun* d'apjdHjtmr k iiirllnnt*' 

Fredholm. Fu n'j*rrM*iila»U V par mi pnlmilirt de nmtptr misrlit, 011 inerait 
conduit a urn 1 «"tp»ali<m dr pmtiirrr c*prr« n" 1» p. 
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OU 




V- 


/(M). 


C’est une equation de Fredholm (n° 1, p. i) dont le noyau 

(note {*), p, i) est — fonction des deux points P, M. Si 

nous pouvons resoudre cette equation, nous aurons une densite p 
qui.nous conduira imm6diatement k la solution du probleme pos<L 
Les valeurs X = i et X = — i du parametre correspondent aux 
cas interieur. et exUrieur respectivement. 


Le probleme 2°, celui de Neumann, se traite d'une maniire 
analogue. 

Nous le remplagons par le probleme plus general ou on a la 
condition 

08 ) 

Cherchons une simple couche p etaUe sur S el dont le potentiel 
satisfasse a cette condition . En nous servant des Equations (5) et 
^6) nous trouvons que p doit satisfaire a liquation de Fredholm 
suivante 

(I 9 ) .2 Tzp (M) -f. x Jp (P) .dS = j A ( 51 ), 

ou 

et X a la meme expression qu'avant. 
r • cos 

Le noyau est maintenant — —j : et l’on voit que liquation 
(19) est associee £p. i) & l’equation (17). 

Les valeurs X — 1 et ). = — 1 du param&tre correspondent aux 
cas extdrieur et intdrienr respectivement. 


Nous arrivons maintenant'a 3 °, le probleme de laclialeur. Cher¬ 
chons une simple couche dont lepotentiel remplit la condition (n). 
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tin ©rnployant lcs tVfualions ( 3 ), (o) cl ((>) nous avons l’oqua- 
liuii inlegntle 


(l()' ,N ) 2Tt,i(M) 





rfS 


lh (M), 


ou U { “ O ^ f -i, — 1, scion quo nous sommcs dans lc 
< % as inlerieur ou lc ('as eAlerieur. 

| l/c<[nation (i () 1,N ) correspond a la condition 



* (>' 

•1 v 


0 *' I X ? (M)V(M)-.U(M) 


(Idle imHhode no. s'appliqne dnilleurs pas au cas ou la quantile 
appcltic plus haul q (n° 4 , p. 17) s’annule ct par consequent pas 
non plus au proble.me mi\te. 


10. Cas de deux dimensions. - Tout re qui precede s’appli- 
que au cas tie deux dimensions mol pour mot, si Ton subslitue 

lug ‘ h *. Las prohlcmes qu’on se propose sont identiques, el ils 

eonduisent a dos equations Ibnctionnellos analogues. On forme de 
la mthun fa<;on les Idnrtions de Oram pour un contour plan. 


II. — PUOIU.fcMKS HELATIFS A L’filJUATION AV Hi/j.qV 
KT V OKS IvljU,YTlO\S W.YLOCIOKS 

11. Les probl&mes envisages. — Nous nous occupcrons dans 
eel article des prohlcmes qui consistent h trouvor tine solution 
de Kinitiation egaleinont elliptique) 

(to) AV H (x, v, :) V 

ou hicn de. liquation plus genfrnle 

(ai) AV R(a\y, z) V i R t (x t j, :) 

ou U(.r, y 9 ;), H, j» :) sont ties functions finies, ayant des -fittri- 
v<5ca premieres fit gardant ton jours le indmc signe), ccttc solution 



a 8 


h Equation ok fkkiuiolyi 


etant assujetlie 1 Pune dcs trois conditions do Neumann, do 
Dirichlel, dc la dial cur, indiquoes tin ns le n" 4 . 

La resolution dc ccs problemes nous permed ra (n' 19 , Lb. Ill, 
p. xaq) do traitor line an (re categoric do questions, cedes qui am- 
sistent h trouver une solution dc 


( 32 ) A V= 

ou bicn dc 

(a3) AV - : 


satisiaisant a Tune des conditions precAdentes stir la surface, et 
satisfaisant a dcs conditions ini dales. 

Enfin nous monlrerons (n" 24 , p. i 3 p) que la niAine methode 
s applique i\ liquation gAnerale elliptiquc h deux \nriabh*s hide 
pendantes 


dx* ay 2 


aV 


a 


<\r 


h dX | cV 

<\Y 


S 


ou a, b, c, j soul dcs fonolions don nAcs do ,e, v (eVst a-dire tie M). 


12 . Problemes de Physique correspondsnis. i“ Aconx- 
hque ( l ). — Problemo dcs ondes sonorcs. La function \ est le pu 
tenticl dcs vilosses : elle satisfail a [’Aquation (ad). La eunstante 
II depend do la densite ct du coeflicient d'elasticite du ga/. Donner 


,>V 


. Sup 


la vilcsse normalc autour dc la surfm*c rtnienl a donner 
poser quo la vitesse csl normalc revient t\ sc donner V, 

Elasticity (‘). — Pour le problemo dcs peliles \ibrations dNm 
corps Alastique, on a les mAmes Aquations quo dans le r, Ln lone* 
lion Y csl la dilatation. 

3 ° Chalcur ( 2 ). — Pour le problAine du refroidissement d'un 


(*) Lord IUylkkiii. — Theory of Sound. Vot. U, n'» a{i-Mi'i t* n" >/» ; 
0 . I). Ciiwolson. — Trail*? dr Physique ftraduit par E. Dimttn . Wiiiftyttr. 
p. 108; A. Wikkelmann. — Ilandburh drr Physik. Bd, I, p. a«»rt f B*t, 11, p, i # *f» ; 
M. Boussinesq. — Thdorie anidylique de ta Cha!rur t L I, p, 

( 2 ) Boussinesq. — Lor. o/., t. II, p. 3 el p. (H (mile); kituttort. Thmrie 
der Wdrme. 8 G : A. Wi nkki At 4.W — / fii* #.;# u.i m » 
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corps, nous avons liquation (22) ou V rep lisente la temperature. 
La fonction R est le rapport de la chaleur specifique au coefficient 
de conductibilite. Si la temperature k la surface estconnue, nous 
avons 

V = fonction donnde sur la surface. 

Si on donne le flux, nous avons 

— = fonction donnee sur la surface. 
bn 

S’il y a de la radiation, nous avons 

R — — V = fonction donn 4 e sur la surface 
bn 

d’apiis laloi de Newton, oil R est fonction des points de la surface. 

13. Mise en Equation. — Considdrons d’abord liquation (20) 
et soit q. (M, P) la fonction de Green correspondant i la condition 

(^4) V = o sur la surface. 

Si Ton a 

(a5) V(M) =-~^(M.P)R(P)V(P)rf Mp 

il est evident d’apr&s la formule (i 3 ), p. 22, que Y satisfera & liqua¬ 
tion (20) et rdciproquement, En tenant compte des r&ultats du 
n° 8 , on voit que Y satisfera < 5 galement k la condition (24). Done 
la question revient k r^soudre liquation fonctionnelle homo- 
gkne ( 25 ). 

Nous avons une method© analogue pour les solutions corres¬ 
pondant aux conditions 

0»6) g = o et (a 7 ) g r +p(M)V = o. 

Consid6rons ensuite la condition 
(g) y = fonction donnee = /(M) sur la surface. 
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Soil v(M) une fonclion harmoniquQ qui saLislail a la rnndiliou 
(;))* On voit quo V cst la solution de F equation lonetionnello non- 
homogenc 

(»8) V(M): (M, I») 11 ( 1 ^' O' <‘ M >- I-«'('•)• 

, f l> 

Kt de memo pour les conditions 

( i3 ) 'll 

(i/i) ' >V I /»• M) V : In M’i. 

Lcs solutions de i) rorrospondanl an\ dimers renditions 
salisfemnt a 1 equation 

(»«J) V(M). .M.l*,|Ur)V l n i It, (I* >]</<>.. ) i 1 M i 

14. — Anivons mninleiianl au\ equations | ft (•>.'») < pit t <-tt 
ferment la nouvelle variable I. C.e sunt contrauvment au\ pie 
micros—des liquations tin t\pe /Myur/io/iyue mi ]ninil<nfi'itif ci 
les problimics eorrespondanls no. sunt pas entici'mii-nt analogues 
a ccux du nmnoro precedent : ils on different par I'iulci \cntiou 
dcs domuVs inilialcs (pour / o); mais ils s'cu lappiotlicut p.u 
lcs dozmees mix limilos (c’csl iVdire sur la frouticiv dn ilumaiuf cn 
x, y, 

Nous los rdsoudrons par un artifice ipii fail iutmouii an ii.*u d.- 
liquations hypcrboliqites mipnruhntiquca f•(*»), (•..'(). IVqu.itinu 
Taqucllo cst du type. ellipliqtie. l,es solutions s'cxptiitiftout suns 
forme de stirios quo nous dibuonlrcrons plus taid n“ 19. Cli. III. 
p. 1 3a) litre unifornuiment et nhsolumenl ronvergeutrs. 

Subslituons dans (via) V, c ‘ A, 'ii.r. v, q; il \iciit 

(20 bis ) Ao — v,q>i. 

Done V ( sera uno solution do(aa), si 1'ou picnd pout y uiif 
solution dc (ao 1 "’) qui cst de la forme mi . 
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Prenons d’abord le cas.ou la fonction'V doit sati$faire:& k con¬ 
dition 


Y = o 


sur la surface et clierchons une fonction. o,, solution de (20 I)ia ) satis- 
faisant a 

».= Q- 

sur la surface. 

Nous venons de voir que ceci revient a resoudre une* equation 
homogene (a 5 ) — ou l’on remplacerait R par — XR. — Nous d< 5 - 
montrerons plus tard qu’il existe une solution seulement pour une 
suite infinie de valeurs de ^ 

^1 * 

qui sont toutes reel les et positives. Nous appelons ces quantil6s, 
constitutes cciracttristiques (*) et nous ecrivons les solutions corrcs- 
pondantes, 

cpi, © a , ... ... 

que nous appelons fo actions fond amen tales ( 1 ). Done nous aurons 
la solution suivantc de (22), qui satisfail a (2/1) 

00 

(30) v = 

1 

ou les An sont des constantes arbitrages, qui doivent. 6tre telles 
que la serie ( 3 o) soil absolument et uniform6ment convergenle, si 
les donnees sont continues. Enfin il faut que V sc rdduisc a une 
fonction donnee a(oc, y,z) pour l = 0. G’cst-a-dirc, il faut que 
A J} A a ... A n ... soient choisics de fagon (pie 

(31) at(x,y,z) = y^A^^x.y, z). 

I 

Nous demontrerons-qpe ce-.developpement est toujours possible, 
et qu’on peut determiner les coefficients d’une: manure: unique 
analogue, a la maniere de calculer les coefficients: de. Fourier. 


( A ) D'apres M. Poincare. 
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Rcmarquons qu’il cst neccssaire quo, la function a j\\\ ; satis- 
fasse a la condition 

<> 

•sur la surface. 

An point de vuc physique, il cst important de ennsideter to cas 
•ou cello condition nest pas mnplie. Cost par exetnple le can <Iu 
rcfroidissciucnt d\m corps dont la distribution thermiqur ent iptel- 
conque el qu’on plongo dans de lean glacee. On ptnul dans ee 
•cas pour a uno function eph est <%tde k In temprrutme initialo 
dans lo domaino mm i rt I), main qui prend In \almir /rm mr In 
.surface. La tlukme nVst pas encore approfondie dans len can din 
•continus, inais nous pouvons pre\oir par nntde#i«‘ nxrr c» qtii se 
passe pour la sth’iede Fourier, quo la aerie ( 3 t | sen it encore \nlnhle 
ct qifelle sera noiMiniformtfmont convergente mr la Mirlnee. Kt 
dans co cas nous sa\ons par im theoreme tie Onucli) «jne \ sera 
analytiquc (done continue) pour /; * o, de sorte quo lit mute ( 3 i | 
sera loujours uniformement comergeute, 

En sonimo Urns ces resultnls sunt admin pat \v* plndoirtt^ tie - 
puis longlcmps. 

Nous avons des resultats tout a fait analogues pour b<* mitdi- 
tions (a(i) et (27). 

Nous considtJrons niaintmmnt la condition 

(9) v /(M) 

sur la surface. 

Soit v uno function Imrmonique qui tuttiafitU I |y|. Lit fmtrttott 
•a(U) — v(W) s’aimule aur la surface. Trmtums pitr lit methode 
pr&edcnto uno function V Jt Hatisfaisant I iMuimiiant stir la 
surface, ot so r&luisant h a e pour i o. 

On volt tout do suite quo 

V V, i P 

-cst uno fonction satisfaisant i\ (aa), so rWtiiiiint ft/{M) mtr lit mu- 
face et k a(M) pour l — o. 

II cst n6cessaire iWidomrnont quo a(M) natisfaime it la condition 

{9), inais pour lo cas discontinu les remarijtiisti jitwedeitlei tditji- 

pliquent. 
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Pour demontrer quo la solution est unique, supposons qu’il 
existe deux solutions distinctes et Y 2 . La fonction 


i° Satisfait k l’equation 


(3a) 


A« = R(M) 


bU 

bi ' 


2° Se rdduit a zero sur S. 

3 ° Se reduit a zero pour t = o. 

Multiplions [’equation (82) par 11 et intdgrons-la 

j) a\ado> P =j) R (P)n g du> P = -i d - j) R (P) u 2 da> P 

puisque R n’est pas fonction de t. 

D’ou, moyennant la formule de Green rappelee au n° 4 , p. 109 

-f. 1 (S) 1 “)‘+(“)' 1>(P) **- 

En integrant la dernierc equation par rapport a t, il vient 
R = — F (t). 


l 


oh F (/) est une fonction qui ne peut pas 6tre negative et qui se 
r6duit k z6ro pour / = o, puisque a se reduit a z£ro pour t = o 
et que R est une fonction positive. 

Done u est identiquement nul. 

Cette metbode pour elablir que la solution est unique s’applique 
k tous les problemes relatifs a liquation (22). Son application ne 
presente pas de difficult^ et nous nous bornerons a donner le cas 
precedent (*). 

Nous avons enfm a traiter l’equation ( 23 ). Si nous y subslituons 

, v cos ) . 

Y = z) X . I It 

1 v J sm 


(*) H.-B. IIeywood, These , p. 84. 
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nous aurons 

(33) A<p v — 

Dans co cas nous pourrons dc'montrer n" 23 , p. idN tpfil 
existc un syslemc do valours do. ). a 

v. v—v... 

qui sont toutes rcollos el positives et tm s\Hldnc do solutions ror- 
respondanles de (33) 

?p ®i *** ?« — 

La solution pour les dilWrenls cas sc fait d’nne maiden* mi pirn 

diltercnlc mais analogue i\ la pnVtWkuitc (\oir 1c troisieme Gha- 
pilre). 

La resolution de liquation gonende elliptlque depend d'une 
fonction do Green ; ct ellc esl scnildalilts ii cello do 1 equation (*ji I ; 
nous la riser vons. 



CIIAPJTRE II 


I^gQIJATION DE FREDHOLM 


* _Noos avoas dans ce qui pnSc&de uppris k ramener les pro- 

Wfemes dont moos nous sommes occupes k liquation dc Fredholm 
qui s ecrit sou s la forme 

(!) ?(*)- ( 6 K(*. 09(0.//=-/(*) 

ou dans le cas clc domaincs a plusieurs dimensions sous la forooL-e 
(i)' du n° 3 , x> - & 

(i)' <? (M) — f K(M,P)o(P/(Ml). 

•/(*) 

Nous ne ferons, an nioins jusqu’ft nouvol ordre, aucunc dislinio— 
fcion entre ces clerix Equations el lour nppliqucrons le mfime mode 
de calcul, le memo signc / reprtfsentunl simploment dans la so— 
conde d’entre olios line inle^ralc multiples 

Dans chacun de ces ras la Ibnelion y esl a determiner Landis 
que /, K son t clos functions doimees, tonics ces fonctions etanfe 
bien entendu svi ppos£cs inlegrahles. 

Nousindiquoronsplusieurs melhodespour resoudre liquation ( l ) . 

I. — MfiTHODE IVITlSllATIDN 

2., — Le premier precede donl on ail dispose eel du k Liou— 
ville (*), II n’est autre, lorsqu’on Tappliquc au prohlime de 


( l ) Journal de JL, ioiiville, t. II, p. ah 1837. 
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Dirichlet, quo cclui qui csl hioti comm sous lo imm tic mHhule ds 
Neumann (‘). Nounianu lui-infimo dumontro In lcgilimili'* dos opt* 
rations pour lcs I’rontifros convenes et non « liitHoiltVs » Kn 
6crivant liquation (i), sous la fonno 

(a) «p(*)==/ k(s,l)<i(!)<lt ‘ f(s) 

on est araen6 k rapprocher cello Equation fonetumnelie do liqua 

lion ordinaire : 

? = " r " !'’(?) 

ou (p csl. un nombir inconnu et i ; (<p) uno function cmmiw do y. 

On sail quo sous eertaines conditions de continuity (0 mi 
obtiont la solution dc cctto Equation cn « r^ilurant *> indrfimimml 
la fonclion K. C/cst-fi-dire qua lcs nombres 

0, — F(?o). '.” v (9i)* 1 4 V?„ i) ••• 

ou <p 0 est arbilrairc sent dcs valours approchuesqui tondent wm In 
racinc do requation. 

Unc m6thodo analogue penl s’appliquer a 17 *quati»m t't|. 
llemarquons d’abord quo s’il existe unc solution v (s) continue 
cl si K (.v, /) est continue presque partont (tf 6 U % p. b » lit font* 
lion /(.s') devra iMre aussi continue* Noun supptmeron* done quo 
f(s) est continue. 

Substil,uons i\ <p(l) dans 1 c second membra de {a In videur quo 
donnorait liquations! unc lonction continuearbitrairement rhoUie 
^o(.v) on dtait solution; on obtiont 

(3) ?,(«) ■ / K (j», t)%(t)<lt !/(»). 

Opdrons do mfimo en remplat;anl par *>, et ain»t dc suite, on 

aura unc suite de functions 

?o(*)> ?i W* ?nW. — 

( l ) ^oir Vnlersuchuntjen fiber dm Ijtgmifhmkrhe imd Neiriwm’he I*u$miwl» 

( a ) b 8uffik qae V (©) possMo une <I6riv6o F’o «t qua \\m ait 1 Fa S F 
nombro fixe < i. it. 




telles que : 

< 4 ) 


<P«(s) =J^ K(s, 0 <p»—i (0* ■+■/($)• 

Si moyennant certaines hypotheses sur les donn6es, nous pou- 
vons montrer que ($) converge absolument ct uniformehnent 
vers unc fonclion limite y ($), lorsque 11 croit ind6finiment, on 
voit que la fonnule (/|) doviendra k la limite la formule (2), c'est- 
A-dirc quo la (onclion limile y(s) sera unc solution do liquation 
do Fredholm dont lcs fonctions o n ($) scrontdcs valours aussi appre¬ 
ciates que Ton vent. 

Or on a d’apr&s ( 3 ), (/i) : 

{ 4 )' ' 9 n-\ l {s)—f( 8 )+ f &[s 9 t)J(t)dt + f K($,t) f K{t,t l )f(t l )dt l dt'^r.. 

J a Ja J't 

/ % b W> r*h 

-l- K (s, /) I K(l, I K(f„ ,)/(»„-, X-A-s-'M'-i-Kni 

«/ a « / a t > a 


avee 


H 


«11 


>/> /*/> nh 

K (eq /) I ^ K (/, q j ... I Jv (/»—i, tn)®u(tti)dt n dt n _j 


e/q<fc. 


Nous avons suppose' que K (a*, /) est bornbo dans son champ 
•do variation. Soil M, la borne supe'rieure do sa valeur absolue; 
soient aussi P, N les homes supe'rieures do I ?o ( s ) I cl I f( s ) I 
•elans (n 9 b), on aura : 

I lb, | ,M(/; a) " P. 

4) 'a litre part, on observe que '; n rcpnSsenlo la somme ele H u ct 
eles n [premiers termes (Pune seSrie dont le tonne gehutral est, en 
valeur absolue, inlbricur h 

M (6 — a) N. 

Dans le cas on Ton a 

U{h — a) < i, 

on voit que rcltc sehie est unifonnetment ct absolument conver- 
gentc dans (a, b) ct quo H, t tend vers zero avee ^ • 
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Cette serie etant indepeadante de o 0 (s), on voit que la limite 
<p(s) de On (s )est independante de la fonction o Q (s) dont on estparti. 
On voit aussi d’apres les formules (3) r (4) que s 0 ( s ), etant sup¬ 
pose continue, o n (s) sera aussi continue et par suite aussi sa 
limite uniforme 9 (5). Ayant ainsi obtenu \me solution continue 
f (s) de 1 ’equation de Fredholm, il est facile de voir que dans nos 
hypotheses actuelles il ne pent y en avoir d’autres. En effetsup- 
posons que ^ (s) soit une nouvelle solution continue de (2). En 
prenant pour <p 0 (s) la fane lion cp(^), il est manifeste que tous les 
f m (s) seront identiques a <|*(s). Par suite leur limite o (s) (inde¬ 
pendante du clioix de ro Q ) sera aussi ^gale k <\>(s). 

Ainsi lorsque la borne saptrieure M de | K($, t) | est mjerimre a 

]~~i liquation de Fredholm admet line seule solution continue 

®{$) qui est donnee par la sirie absolament et uniformement coli¬ 
ver genie. 

?( S )=/( S )+J^ K (s,t)f(t)dt 

J ob nb ph 

K(s’, i) 1 K.(ht*) •*. I K(4-i» tn)dt n 
a J a J a 


Si au lieu de Fequation telle que nous venoms de la trailer, on 
avait pris (comme dans Flntroduction, p. 1) liquation 


(ibis) 


?(»)-* r K(,,<)9(0 *=/(«) 


qui contient le paraiwktire X* ©e qui revimt a changer K ($,. t ) en 
XK ($, t)> la solution aurait etc 6videmrnent 


? («) =/to +R (*. 0/(0 dt■ 

J 'b pb r*b 

K(s, t ) I K (t, i t ) .... I K (l,,-!, t n ) dt n dt„_i ... dt t dt -\-... 

a Ja J a 



De lk resulte que la presente m6thode consiste au fond k deve- 
lopper la solution suivant les puissances croissantes' de X. 
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3 . Les noyatix r^it^res. — On 6crit souvent cette s6rie en 
introduisant les « noyaux reiterfe ». On appelle ainsi (et nous 
desi onerous pa.r les symboles Ki, K a , ... K,„ ...), les noyaux suc¬ 
cess! fs definis p ai 1 da lions 

(6) Kj (s, t ? = Iv. (5 1 ), ...K ;i (s’, <) = J^ t)K n _ A (t, ... 

Moyennarxt cette notation, les formules ( 3 ), ( 4 ), deviennent par 
un simple changement dans 1‘ordre d'intdgration 

: j*is) H- f Ki(s f t)f(t)dl-\-...-+- r K n (s, t)J(t)dt h- R n+l 
J a J a 

H-n-f-1 -( 5 , Oq^ t^dtm 

D’ailleurs , si Ton a encore M (b — a) < i T la serie 

(8) —A*(s» O === K-i (s, /) -+- K 2 (s, i) ... •+• K n (s> - 4 - ... 

est aussi absolu meat et uniform 4 ment convergente de sorte que la 
solution de r6qmtion de Fredholm peut s'ecrire 


(?) ?«+1(«) 


avec 


( 9 ) 


? M =/(0 ■ 


-X s 


k(s,t)f{l)dt. 


4. — Nona a.llons demontrer une propriety cavactdistique de la 
function k(s^ 2) . 

Pour eela* oi*servons d’abord que Ton a 6videmment 

(10) K n (s # 0 = f* ... f* K(«,< I )K(< JLV < S |) ... ... *1. 

c/a c/a 

D*ou Ton tire immidiatement par de simples changements dans 
l’ordre d'int^gra tion, la formule rernarquable 


(11) 


(s» £) — ij (^» (t, fyd-t* 
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Alors on aura clapris (8) 

— k(s,t) — K(«,<) = K,(s,/) ~t~ K 3 (.«./) I- ... f K„(x./) -t- ... 

= f K 1 (s,'t)K l ('c, t)<h -I- ... I- ( K„ i(.t,x)K,ft ,t)ih * ... 

Ja Ja 

= f K,(f!,'c)K 1 (T, l)<h -I- ... I ( K 1 (S,t)K„ |(T./)r/t t- ... 

Ja 1 'a 

d’oi lcs deux formes : 


■fc(fi,z)— K(s,t)~ | K, (s,r) -h K n I ... Kj 

Ja 

= t)[Kj(t, 0 i- ... f K lt t (T,/) i ... fit. 

On obticnt ainsi la formula nu'artd'istique mnvante 
/ ,fc / f| * 

2) k($, J) ■+• ■*“ I I K i/t 


5. Fonotions r^oiproques. La formule (i*u e*t demon 
tr<5c pour M(/> — a ) < t. Main die a uu sens inline eu dehorn de 
ce cas, Alors dant donate la fonditm K(.v./) # nous appetternuH 
rdciproqm do K(.v,/), uno function A* (a\ t) bornfr el inl^ralile, telle 
quo Ton ail: 

r h t * 

(i3) K (s t t) -h k($,t )I k(* % i) k(xJ)d m » j K(<v, l/uidH- 

«/rt t 'll 


M. Vollerra a moilin') quo, o.oniuuHsanl turn foiirtiun nViproque 
k(s,t) de K(s,i), on pcut loujottrs trouver tine solution continue dl¬ 
l’6quation do Fredholm (i). Soil, on effet, it(s) uno tollo solution, 
on aura 


(•4) 


u(l)=/(/) !- j K(U,)«(/,)<//,. 


En multipliant par lc(x,t) et integrant, on aura 


LIQUATION I)K FIIBDIIOLM 


4 gal d’apris (i 3 ) k 

C k(s,t)f(t) dt H- 

Ja 

On a done 

f*l> /*b 

o I k($,t)f(t)dt-' r I K (sd^uMdti 
« hi ,/« 


r i k. (*,<,) h- /c(.s-,<,)iu (/,)(/<,. 

'a 


do sorto quo (i /i), on Ton a romplace / par x, devicnl : 

(.5) u(«) =/(.)- P 




S'il y a une solution continue die est done unique ct donnee 
par eel to formula. IVailleurs pour prouver qu’il y a hion une solu¬ 
tion continue, il suflit do. montrer quo lo second membre do (i5) 
satisfait bien a liquation do, Fredholm. En diet, si nous posons 

(l(\) ?),>•) /I*)— I A‘(^/)/(/)di: 

* »* 

la function domuta j\s) pent <Hro consider^ commc une solution 
continue d’uno nouvelle equation do Fredholm, l’equation ( 16 ), 
dont le noyau k(sj) a pour function rtkiproque K(s f t). Alors, d’nprfes 
co qui pn'ccMe, J(t) mi donmfo par la Ibrmule (i5), oh on substi- 
tue c(,v , K(a*,/),/(.v) i\ /(.v), A*(« t /i, «(.v) rospcclivomont; co qui 
donna 

J\s) eu) f K .sJ)v{()(U 

« hi 

c/est-a-dire qua i'll) est bien solution do requation da Fredholm 
donn^a (i). 

D’aillaurs la indue raisonnement appliqmS a la formula (i3) 
consider^ 4 comma dpiation integral© en fc(s, i) prouve quo si une 
function rtkiproque existc, die est unique 


5 M»», ~ On pent considirer le second membro de (i) comme le 
r&udtat (rnne operation fonetumneUe dTectid© sur ceci signifiant 
qu’on en pent calculer la valeur lorsquo f est donnde. Reprdsen- 
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Lons cettc operation par lc symboloS ? . I/equalion ( 9 ) exprime 
alors quo I’optSralion qui transfonne f(s) on 

, 'n 

cst Finvcrsc do S, c’cst-a dire qu’elle. foil rail *u lorsqur /esl donruC 
On pent la designer par S 1 el on a Ldenliqueinent S y. 


6. La generalisation de Schmidt. Nous nvons vu (pie Ion pent 
former une /auction rhiproque da noyau et par suite resumin' I'equa- 
Lion de Fredholm quand la borne snpericure de | K (hJ) | eat inle 

rieui'C . T . M. Schmidt a considerablemenl etendu re reaultut, 
b — a 

V II a d’abord monlre qu*o/i pent nppliqtur (a method? tl* iteration 
bmpjte ran a 

07) j/C |K.. 

p. designanl une quantity numerique detonnintie. Cette illegality a lieu 
quand | K | a une borne snperieure plus petite (pie ^ ^ , main tomi 

dans des cas plus g6n6raux. 

Cette demonstration est fondee sur fa forma fe (it) el mir fitt^gititle 
de Sclrwanr (8), page 8, d’on Ton lire 

(18) [K»|. l (*J)l a ■ ^jJ’ K{*‘i-)\*dr . I* [k (/•, / -dr. 


et par suite 
*6 /*/> 


( I( j) Ja Ja J n [&„'*,r^tirth.J" /_ \k(i\l \>dr<U. 

On d6duit facilcmont do (19) 

( a °) j„\C f K » (*- . C, C i K (*•' ; !"■ 


Or era tire de (u) 

K„(s, l) -- J". j a K(s, r,) K„..»(»•,,r,) k{r„l)dr ,<//> 

et cn se servant de I’in6galil6 do Schwarz (8), page 8, former eotutue 
(8)r IMS are© d« kattigvafas ibaldesy m tars 


[KuM 1 2 < £ ,r t )J•Wr t J m [^»r t )f( K(r a> Ij|yr t ilr f 



l’kOIUTION DR KURD HOLM 


En coinbinant avee (no), on a done 


I M*.<) 1 ^). C\ lj K(M)N«// ( ,C \ r,)JMr, J* [K(r a ,i) ]*dr t 


En utilisant maintenanl rhypoLheso ( 17 ), on voit quo les lermes de 
la stfrio ( 8 ) .sont a parlir du Lroisiomc rang in fori ours cn valours abso- 


luos h ooux do la sorio convergent to 


X 'dr.X 1 k( r »0 \ 2< h' I . (vW-l (✓?/ 1 (vV) M » — 

Alors la sorio ( 8 ) ost absolument et uniformcmcnt convergent to, sa 
sommo — k donne la function rociproquo /c, el par suite on pent ecrirc 
la solution unique ( 9 ). 

a 0 IVaulro part, il est jaeile de resoudre divectement CEquation de 

r~P 

Fredholm dans le em oh son noyau eat de la forme ^ a r/ U) p 7 (t). 

v * 

Pour faeiliter la discussion, nous lo supposorons multiple par un 
factour muncrique arbitrairo 1. (lonsidornns done Poqualion 


(ui) of*) if m ?( / 1/*(*)• 

On voit tout do suite quelle out la forme de la solution en £crxvanC 
ruination sous la forme : 

j» 

(•Vi) *(») /<*) I x ^ *,(*> [ I* ]. 


c cst-b-dire 


*00 /W 


oil les a n son! des consfantes ft dtUerminer, On Its ealewfera par la 
met bode ties coelfietents indelmnin&s m substforant ($3) dans (*tt) et 
qnfdonne 

P i r ^P .! 4 ) 

(a/,) V %A *) X, V fl( / (i „ r (/) >^(1) ,U - a,, — / ( ft {t)f(l) <U ' = O, 


do sorio qu’on obtiendra tine solution dti probHia® m cMtetaain*»l* 



i/kqu.vtion I»K KltKnUOI.M 


]es conslantcs <t r par les equations lineaires 

r=r p ^ 

(26) V, a, j X l a * r (0 Pr# (0^ J "v t (, 

(<!' 1. a. ••••/*)• 

Si nous posons 

A,..,,* I t *,■(/) P v {/ * »//• 

on voit quo le determinant ties coeflieienls do res equations sera uu 
polyn6mc on X do clegre p ait plus 

XA u ■ t X\ u • XA„ 

XA a , XA-m i ... >V* 


XA jm XA f .j ••• * ^ip * I 

Ce poIymNme n’esteerlainement pas identiquement mil puinque, pmr 
X = 0, il esL egal a (— 1)*\ On pourrit dour renotidre les equations 
lineaircs quand X a une. valeur queleonque aulte que Irs i.u ines (en 
no ml) re an plus t f *gal a p) tin determinant. 

Et, si nous supposorts (pie les functions ^(n j stmt linvmremeut tud/*» 
pcnclantes, nous voyons nu'mo que les Aquation* (y '1 ne pemettt avoir 
lieu quo si les equations linen ires (uo) sont verifiers. 

En resumA si les fonetions sont linenirrmrul indrpendautes 

liquation fond ion nolle (at) adtnet une solution uniqin* que nuns 
savons determiner rompletement sous la forme ( 2 3 t et ret i pour toute 
valour do X sauf peut-tUre pour p \aleura de /. mi plus, rut ines tin tie 
tcrminarit. 

Nous romarquerons (pie ces nieines ne drpendeut quo du m*sau, 
nous les retrouverons plus lard dans le cas general (p. 04) sons te nom 
do cons tan les caraebristiques. 

3° Ilcvenotis niainlenant h In methode de Seluuidt qui n-Milte de la 
•combinaison de r et 2 **. 

lei encore nous faciliteron* la discussion m supposimt <pte le noyau 
possible en facteur une constitute arbitraire X, Le novioi riant dtbigur 
par XE(s, i), on K est une function continue queleonque, on \ * »tt «jue la 
condition (17) ne sera vArifiee que pour ties valour* de ] > ittloneures 
ii une ccrtaine quuntit6 (inie. Four resoudre IVaputtitm pour len an Ires 
valeurs de X, nous monlrcronsd’abord qu’on pent toujour* trouver de* 
fonetions continues * (/ («) lincairemcnt mdepmlitntrs et den ttmrtiom 
continues (/) en nombre Agal de fa^on que IVxpreaaion 




soit aussi petite que Ton veut. 


v v 

]£*«(*'P, I) 


V * 


t 

dull. 




i/kqijation l)K vhkdholm 


Le noyau (Slant uniformemenl. con linn dans le domaine ^ ^ ^ » 

on pent Iron v or nil on tier p tel quo deux valours de K(&\ t) prises on 

deux points a une distance inferioure a n \ ne puissent dill or or 

de plus de o. Divisons maintenant l’intorvallo (a % b) en p intervallcs 

i‘gaux q, tjj. i t , el appclons lours milieux s r .... . 

Nous prendrons pour les p f/ (/) les fonctions 

Pour delinir « (/ (<), nous construiruns une function a t[ c'gnle a i 
dans rinlervalle i tj el a o eu dehors de q; puis pour la rend re conti¬ 
nue, nous modilierons legerement, ici la construction de Schmidt., 

Appclons i' q un inlervallede longueur s el ay ant pour milieu 

rexlremite commune h i, t et i tJ 1 1 ; nous prendrons ® tj (s>) a ({ (s), sauf 

dans les intervallcs i' q t et i' u on nous prendrons pour o f/ («) une 
function lincVire de la valeur o h la valeur i ou imersement. 

Alors cpiands est dans i H sans Mre dans , ni dans t\ r on a : 

P 

I K («./) -V. f W|J , W , | K («. /) k(vM- ?. 

I 

Quand a est dans i f ip on a : 

P 

|K (s, t) — V 9(j (*) fj, ( (t)||K(*, 0 — («) k (* r l) <*,, (, <*) k ( t t i0I> 

1 

et comme on voit facilemont quo dans i\ l on a * ? (#i 4- <*,, \ i (x) r, in 
quantile precedenle sera egale it 

|x,,ls)[k(s,/) k(v/)H-v.(*i:k.*,n k X, (i ,./)]|- | k(x,/) k | 

l | k(s./) k(x, (l ,.n|- 

Ainsi, cm a cm lout eas, 


la L ^ ' 1 «.,(*) (0 , /» 4* h - (l) a . 


et eu faisant end l re // nous pourrons rendre It* .second incinbro uussi 
petit cjue l’on vent. 

/i“ (loci etanl, suit Fecpiation d<* Fredholm don mV : 

07 ! ?W >■./„* k{«./) «//=/(•). 




Alors d’apres i n cl (28) il existent une fonclitm /* (a, i,)) rtVIjtmque 

•da noyau XIl (s, t) cl liquation do. Fredholm , uij) udmoUra uuc nculo 
solution continue. 

? 00 = /> (*) ~ /l !*• O/l 10 ,lt - 

Si nous y remplayons /, par son expression (do,, nous voyons quo 
liquation (27) cst tiquivalcnlo i\ I’oquntion 

M =/(«) I- ' A ^j a SM ^ a 'i 1 (0 _ /„ W*- L 

l 

P tf) tjf 

X) *» (0 o?(o »w/. 

* 

•qui pent s’dcrirc : 

4/ P 

(3a) 9 (.) - i/ M ' Vi/,,(„, X) (/) ? ,t) ,u : F(ji), 

l 

•en posant 

>>)-/(•)-/* h(s,a)f(>)'t‘' 

/,(s,X) =«,(«) —jj 1 h[*,r.l)*'(r)dr. 

Alors on est ramenfi & uric Equation do Fredholm (da) do lit forme 
(21) doja examinee. La scule dilT6rence, c’ost quo le determinant afn 
m’est plus un nolvn6ino en X. les functions f dtW*mtiimt #1/*;*11.**- 


I.’lSQIlATION UK FKEDHOLM 

indues do X. Mnis il esl encore egal k (— \y pour X ~ o ct par suite 
non idenliquoment mil. 

Ainsi lorstjue l<* noyau Xk p>\ /) est an noyau continu (pieleotupie et 
lorsque X /iY.s 7 pa, s' njttl a cerlaines valours exceptionnellcs (racines du 
delorminanl mcnlionno) r equal ion de Fredholm a une solution continue 
uriupie, 

a" be eas oil la fond ion ineonnue. depend de pltisieurs variables lei 
(ju’il a elo. indiqu6 an n" 3 , p. 4, se trail© par la indue met bode. 


7 . Equation de Volterra. — Ou appall© equatim de l alterra 
[’equation 

(M) 'f (•'•') | K X, /) a (l)ill -~/(x) 


cjui derive de (i on rcmplagnnl ia limilo superio.ure (ixe 4 , par la 
limbo variable a. 

Cede dt/mitinn est tin eas jiartieulier de I’et/nation ( i , mais la 
romergenre den Merit's obtenues c>t plus favorable, ties series sont 
unifonuemenl oonvergontes tonics les Ibis que k (a, /) cst borne 
el inlegrable. 

On petit, on ellet, idontilier Poqualion {X\) aver bequation(l) 
(Mi prenant dans lequation (i a la place de, k (a, /) une function 
qui esl fynlc k k kJ) taut quo i - ; a, maift qui sevanoiut pour 
/ . a. I at solution «Y\prime par la sebae — analogue t\ la serie 5j, 

p. l\H . .- 

VW /*H j khJ)f\t)dt f | | kpMqlki * r t 



k;M,)k(v 

M i k 4 pU 


',dv kpf rt l J)fd)<h l tl* r ..dt 1 ... 

. kjyj) . ... 






/,8 i/kquation df« fiieimoi.m 

Soit M la borne suptricuro do la valour absolue do K. On a 


| lv (M) | < M 

| Ms.rt I = I K(«. «,) K, (*,. O'/s, 


< I Mv/s, -- M a (* ") 

J a 



M‘ 


t« __ aY 

1 .'A 


el en gdndral 


Done la s6rio 


K »(«.0 | 




(s — n) u 1 ^ 

l«- >) ! ’ 


(35) K(s, l) -t- K a (s, <) I- K a (s, l) l ... I K„■«./) I ... 
cst comparable avoo 

M 4- M 2 (s — n) + M 3 i* “ "!•* f. ... I M«a* i ... 

v ' a 1 (n 1)1 

do sorte que la siSrio (35) eat toujours uniformenteni oUdwolumont 
convcrgcnte, et la solution (,V|) oat loujours valnblo. 

M. Yoltcrra a beaucoup 6tcndu ee r4sullnt f il a Indie d'une nut- 
nitre analogue liquation do premihx e$ph*e 

J" K (x,l)o ) 

et 11 en a fait des applications. Nous ronvoyons la lecteur k mm 
mtmoire dans les Annali di Malcmalica, iyof>. 
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8. •— La nu’thndu do Krodholni pour rusoudrc l'dqnation inl6- 
gralo 

l' h 

(0 V(s) — K (/id/ rx /(») 

% I a 

oonsiste a rtemlre nu t*as des Equations fonetionnolles le, precede 
«le resolution des Equations du premier degre a une infinite cl^in- 
nmniKw. 

Sa mellmde sera developpee nn pen plus loin sous forme syn- 
thtUiquc. mats rile paraitrait tout k fait artificielle si nous no mon- 
trions mqmra\ant eomment on > esl conduit par un passage k la 
limite. 

I )ivisons rinltuxalle (a, h) en iutervalles pari Join par les points 

v s v / /v l> a \ 

n n a, si a I a « ao, ...» a n a i /to ; h t U ^ J 

at preuomn d'nhord eomme ineonnues non pas la fo net ion (s ), 

main sos wdeurs 

j), ; * t ,) (p o. i. .... «)• 

Un aura d’apres {i 

r h 

(»(») .»* f . K(v0?(^ ,/t•*/•)• 

on, diipres la definition do 1’integrate 

*l 

>r r l* ,lt j f ' 1 V V i j (V* 

* ' . 

La method** eoimtHtc alow a eousiderer comme valours appro* 
rhees des ,r |t les solutions des equations limVires : 

*1 « 

.'V '' •‘vMvO A*r) 

•I 1 

yi «. i. a, 


(.W‘”j 



So 
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On voil alors c[uc F existence de la solution depend de la valour 
du dolcrminanl des eocllioienls des x t , 


D„ = 

i — olv ()>•,, *,) 
— s l< (Sj- • s 'i) 

— oK(.s,,s a ) ... 

i 5K (.s a , s a ) ... 

- olv x,.-V 
— olv (x a , ) 


— 3K (*„, s,) 

— 8K ••• 

i \ 


. - 3 V K 

p:=r 


K(W) K (W 


| K i ... K ] 

t-... I ( . 

‘K ... K 

Si on fail oroilre n indeliniment, on \otl <|iieelm<-uii ties lermes 
de cclte soutme a one limile dcterrninee. Do sorte I)., tend, an 
moins formollemcnt vers la serie 


-i: 


K(x, x)fh f- 


i 

a ! 


K (V 5 .' 
K V=.) 


■'v's 


U y auniil lieu ensuilo de voir aussi oe que devienuent lrs fur 
mules clc Cramer, de rerherrher re qui sr passe quaint 0 u et 
surloul de rerulre la m6lhode rigoureusr, (Tester qui 11 rtr lull par 
M. Hilbert (*) qui relrouve ainsi les Idriuules quo nous alluns eta- 
blir par la nuHliode svntlnHique de Fredholm. 

Nous nous conlenterons cepeudanl d’avntr mnnlrr, an timim* Mir 
Vexemple do In serie I), quo rortains developprmeul* mtnpliqurs 
inlroduits a priori dans la mtUhode de Fredholm (u M 10. fontitilr* 
(/io), (/i i), ...) no sont pas eonstruits de Unites pieces, mais qu’im 
contraire lour consideration s'impose quiuid cm s'lnspirr «In 
passage h la limitc. 


9 . Thiorhnc de M. Uadnnmrd (*). * Pour etudirr la (^mer¬ 

gence de I), il serait utile de rcmnaltre le maximum de la valeur 

(i) GSUing, Nnchrichlcn, tpo'i. 

( a ) Ihill. des Sc. Math. M. Muir, cm rdpomio h Lord kohiit qui jmWdait 
d&* 1885, lYnoncY do la proposition on quesliimi, tui mail i*»uumiiii#{in ; . tm 
1880, un raiaonnoniont qui ddmontratt cotto pro|ios*i*mi mi ilu mmrt< U rtn 
dait trcSs vraiHomblablo. do raiHonnomont a tUn pit hi id on iqm d*itu Io» ltej*nnt< 
do 1 ’Educational Times. (Voir auKii Parliclo nSoent do Paulmir datm !o«t /Vwh. 

(if thn Tinvftl Snr> nf A f I 11 am* Il II* 





AVION OK KUKDIIOMI 
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absolue des determinants (jui y (igurent. M. Fredholm s’ost servi 
dans re hut d’un theoreme de M. Iladamard. Nous nous conicu- 
terons dr demontrer ee th core mo dans Ic cas d’un determinant 
h lermes reels (‘) 


'hi <*U ••• 'h/i 


O,, 1 tin 


s'agil de prnuver quo Ton a : 


; 3 ?) 


\ 

f f< | < f 


A* 

» n ri »" 


i i 




Pour reia, posons 

Vf, o;, s uj, a I ... - f- nj-a j /> '* n] 

el (dierrlnms la borne suprrieure de A’ J lorsque. has u /v/ varienl dc 
(nvjni que Ics $j, garden! des valeurs arhilraires dormers. 11 esl 
manifestr cpie A a esl one lonction continue el derivable par rap¬ 
port nu\ qui eu\ monies reslent homes (piand les $j, soul iixos. 
Done A 4 atteint un maximum Aii dorme par les regies du ealrul 
dillrrentiel. 

(hi aura ain*i : 




*A« 


«VI 


dtt ia | 


l'« 


eA,» 

»VI «4 


tin. 




4 da tl 


ro., 


f n 


pour toutes variations ltdies (pie <*<uistante, e. est-a dire 

Idles que 










! it. 




i hi 11 done 


oil les ) |f mml des eonstantas eouvenablos. 


,1, i * a<hnme>tr«tion n* neruit gueiv v \m eotiiplkpiiS© daw le cm 

lenueft imagiwdr©#, 
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D’aillcuis csl, oommc on sail, fyal an coolliciont V,„ ; do a r , t 
dans lc d6veloppement de A 0 . D’ou : 

A M (p i» j* • *•» n) 

ct 

Ao r: ■ I I A 

cc qui clonnc 

A n 

n t»I Si ”/"/* 


Alors lc determinant des k M (o’ csl a dire lc determinant adjoint 
de A 0 , egal comaic on sail h A" ’) sera evidemmenl egid au deter 
minant A 0 des a m multi pi ie par 


D’qu 


A!! 


o 


i * 
n 


K 


ai: 




A ft . 


avee | A | < A 0 . 

D’ou on (in PinogalilA announce A a * <}\ ... <?/,. 

Fn partieulier, si M csl im notubre superieur on $gal a ehanmc 
des valours absoluos de tons los Imnes do A, on aura r)}, n\\\ 

d’ou 

(38) | A | - . v> 


10. — Nous sommes maiutenant en mesure do d/nelnpprr In 
melhodo de Fredholm. 

Pour faciliter la discussion nous inlroduirouseomnte prtVddem 


( J j M. Knosor a fait connntlro rdcemmorit uno tWtncmstralimi mt<-r#w%aid« do 
co illume thdor^m© (Die Inleyralyleieliung, Vinery, lyu, p. ^17,, t,i*g. d$ 
monstralion analogue a 6 X 6 donnt'o on m&me temps par M. Tcmitmwnj Hoggio, 
Bull, des Sc. Math., hjii. Elio consiste a rnduir© la proposition au cm <*u 
olio dovient 6vidento) ou tons los tormos d’un cAl6 do h diagonal© priiu-ipalc 
sont nuls. On y arrive on operant un© mMm substitution orthogonal© mtr 
chacuno dos lignes du determinant A. 




r»:s 
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niont (iV 2) un paraiiiotro nuim'ri<|ue arltitrnirc 1 el nous nous pro- 
posorons do rosoudre l’oquntion 


li 1 ' 1 ") <?l«) >■ I K 

* 


/(*)■ 


on f{$) rat rnntinuo dans u/, h) ot ou k (,s\ /) est unn function con¬ 
tinue presqur partout (n" 5 l, *\ p. (i). 

(iuidr par la mtHhodo de passant* a la limite donl nous avons 
donne tine idee. plus haul (tr 8 |» nous tun* i saga runs las de.ux series 



nip.) ,k ( m k(;•;.)*, 

t ... 


1 1 - ) 1 
“■ .1, ,K \u 

’ 1 S % n \ds l ds ;l ,..ds 

. * $,l / 


'U 

Of)* 1 "'*• A | K , S,, jqpbq ^ ... 



( r ■ ■ r m*"* . 

" ! J„ '.VY,. 

... <h„ 

avoc 



o-a 

K is,. /,) K (*,,/ a i 

k .;o . 

. . i K (*„./,) 

... K ■«,./„) 

... 


JLn quantity D()| e*t dite If thHvnninmti du mnau K (s, r|. 
Puisque | K (.v, t j a inn* liurnr rntpiVieure linia M dans son 
rhiiinp de variation* ren deu\ Hriirn setonl romergentes quel <pio 
suit ), Kn diet d iipt'«*H If tfttWetnc df M. Ilmlauutrd, on a 


L I 'S * * 4 ‘ * **• ** 

K tf i ». i 

*1 1 V * *’* 


. V n n M" 


qttand Ifs variable* rodent dan** (u t b\, Dour les terntea df 1) ^ 

cd df l> },) redeut on valfurs nliHiilufs reaped ivement inlrfricura k 
eeu% do 


M 


•i | /, ; ## it) M ; i 


>■1" 


I'l 


i y n -t- i ) mi 1 {b tff M* 11 d- 

i V a** |M(I# — «))'* 4 " ... 


( i J / ( M I# #i) 
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Kn pnrlaiit colic (•xpruhsiou dans la fommlo (,'k)), on a 


iff' l> (* '■) l>lX,K(«. I) t- H(«, t. 1) 


avec 




S ft d$i ... (hfi {- ... 


Kn doseloppant A„ par rapporl a la premiere ligno, on voilquo 
lt‘ tonne general «lr It ost imi» sonuuo do tonnes do la forme ((>) 
eonsidenV dims Hntrodurtion. p. (i, puisque 1\ (j>, /) ost oonver- 
g«*nlr presque parlout; done H ost uno aottune do termes con linns, 
ht ronimr la aerie It out imam unifornwhnent converger) to on veil 
qti d< f *(initi\e U (.v, /, X oat uno function continue quand $, l 
Nariont dans u, h, 

IK-h lurn, la fuimtiiu (Cl) nmntre qua 1 > (* X) c.v/ tine /auction 

i/ut a les menu's paints tie disemitinuite tjn** k (s, /). 

D'autre part on n ; 



S.ftk , ... ds n 


V « 

V 


p « 



«)**(>• *,) x 


k n r 

nk h,»N|^ 

... k (#,, s r 

i k ■*,. ,i . 

.. k 1 Kp 


K 

'■Mv*. • 

■- k i 

11 k Sj, i 

• * * k bj,, 

ds { ... </j» w 

k (*,„ 

/) k («„, *, i 

* * * k (A*.|. 

i) ^ (*»!* g p i i ' 

... k (»„.*„) 




i* H / 

4 /4 





... f K(*. 

•V X 




f %•'« 



k i /} k Hj ,, iq) * 

• K (<|i* #|» i) k (q„* s f , | $]■ 

... k ■%) 

K (*i- OMv *, .. 

. kfi r j) 

... k (*,. s„) 
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en remontant la p'* m * ligne jusqu a la premiere place. Si ensuite on 
remplace s p9 t , 
dans la -valour de 
integrates cgalcs 


J *b nl 

a J a 


K (s, x) 


... s n , 

par x, 

... .S’ 


<{111 

ne 

rintdgrnle, on 

voit 

(|UC 1( 

signe 

K(x. 

0 K(x, 

*i) •* 

• K ( T » 

*S« 

i) 

K(,„ 

0 Hv 

*,) •• 

• K (*, 

*n 

i) 

K(s„_ 

i*0 K(i» H 


..Kis,,.. 

1 

.) 


dzthi ... ds n 


= r - r 6 K ( s - ■') k ( t ’ ') k f*.. *“ ■)-• </*«. 

c/a J a \ s i> **’» s >t l / 

-.f K( *-’ )4 . . ■ 


En sorlc quo 

H (s, l, a) 



X>.I)(X) t- tw,x).X.R(x.O)dx. 

« /« 

Dou 

R (M.X) = xjT K(s, x) J K(x, /) I> (X) i R (x, t,X) { (7x. 

En tenant compte de (M) on a onlin 

D (J \j - D(X) K(». 0 = X j h K («. xd> (J Xj dt. 

En procedant avec les eolonnes des determinants com mo nous 
avons fait avec los lignes, on obticmlrait de la mfime maniere pom 
valeur du second membre 
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r >7 

On a ainsi I'idcntita fondamenlalo 

(/,r»i i) x) -.1) (Xi k (*, t) « \j\ (s, x) x) dx 

l ja ih - 

Kn parlirulier si ). nVsl pas une constants caivaolmsti<pic, 
1) (X) nVsl pas nul, la formule (\ 3 ) a im sens el on a 

(hfi) k X) K i«, t\ ■ X I K pj,i) K it, i, XI dx 



cpfon pent eerire sons la forma 

i* h 

k (#, i) | | Xk («\\ /) j I | XK i s, x > | k (t, /) dx 

, Ol 

I 1, /,•(,. t) | XK (x, /) | ,/t 
« '»« 

cd <|ui (lemonin' In proposition. 

Eti rdsunu' nous voyonn quo (d'npr&s un rnisonnement ddji om- 
ployd mi n" 5, p. 4<>) liquation de Fredholm (i 1,u ) oh K (s, /) est 
une fonction continue presque partout (ir 5, p. ft). oh/(s) est une 
fonction continue et oh X n’est pas une oonstante caraotdristique 
(n° 10. p. 5/i), admet une solution continue unique donnde par 

(47) <p(*) J\« + X f k(x, t, >.)/(()di, 

oh h (*. t. X) est une fonction mdromorphe de X donnde par les for- 
mules (43, (4<>). (4i). 

12. — On voit ravnnlngc do In mdthodo prdcddcntc sur la 
mdthodo d'itdrnlion : oYsl quo oello-oi no rdussissait quo si, M 4lant 
In homo nupdrieuro do |K (x, ()|> on avail (n“ 2, p. 37 ) 


|>|M [’> --«)<* 
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l’EQUATION UK FllKUllOI.M 


c’csl-a-dire 

I X I < M (I, — a)' 

II est vrai qu’on pent trailer les aulres ('as au mo\en de la 
gtWsralisalion de Schmidt que nous a\ons exposee plus haul, p. ty\. 
Mais collc-ci ne fournit pas une Ibnnule general** unique eomme 
la pr&edcnte ct nc menu pas h une discussion aussi simple. Kile 
ne fournit pas une expression expUdte du restdlat, dans laquelle 
chaquc lermo soil direelemenl donna par mu*. expression anals 
lique connuc, cc qui est en general Ires important au point de 
vue des ealculs tluioriques. 

Au point de vue du ealeul numerique, au con Ira ire, <*eei <'ons 
litue plutot un ddt want ape de la method** dr Fredholm, putMpie 
le caloul d’un tenne ue sort (*n rirn pour reltii d(*s sun ants. 

Mais ce desa vantage est compense par un avail tage essential, 
cclui dune converpenee trh rapide, lequel est preeiseinent en 
rapport avec cc fail quo nos series arluelles out rn a, un ra \on de 
convergence infmi et les premieres (5), (,Y| un rn \ on dr eou\er 
gcncc (ini. Les series (/|o), (41) convergent a la fa<;on des deselnp- 
pcmenls de functions en tie res, c’ost h dire- eonmn* des progressions 
gdoimSlriqucs ii raison in/in intent petite a partir d’un rang nsse/ 
61cve. Dans beaueotip de eas, h*s deux on trols premiers tenues 
suffiront, dans ohooime d'clles, des qua}, in* sera pas trop grand. 

La serie (5'j represente, nimmi* nous Faxons remarque, \r dese 
loppomcnL de f (s) suivant les puissanees de o’est a dire le (put 
lient dos deux series (/jo), (!\i j. Son raj on de convergence est ega 1 
an modulo du premier pAle (en ),) de f!s , cent a din* (voir plus 
loin, n° 19) du premier y.6m 1 { de D(a). Kile converge romiue 

line progression g6om6trique de raison J* J ; par consequent, muinie 

vim progression de raison ^ , s’il s’agit de la serie (5). 

11 fa uL on (in remarquer que, si 1’on doit calender les runs tan fas 
camcldnsltques ( J ) (n“ 10 ) — ce qui est iudiHjwmsahli 1 dan* les 
applications mentionnees au (Ihapitre I, — on ne pent emplmer 

( l ) hos conslantcs on question sont ('•viriomimmt (voir plm loin, i«*» 10 }«*«. 
poles de K (s, 1, l). 
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5(>. 

noire premiere melhode qu'awie la genera lisa lie a de Schmidt, el 
nit'iiit' en prenant IVatier p da a" 6 d’aulaal plus grand qu’on 
vout catculrr des roiisluntes d’imliec plus el eve. 

13 . \nvnti,r in finis. ~ Nous n a vans pas encore eonsidtfre le 
can oil le nos an ).k (a\ i) lout m restanl inlegrable deviendrait 
ialiai ea rertainH points, Fredholm a aussi indiqu< 5 i pour ce cats- 
une tuelhnde qui re\ienl a substituer a Fequalion don nee uae 
equation equhalente ou le ao\au est (ini. 

Kevenons ea eilet a la formule (7), p. 3 cj, ea \ remplaranl 
%(/) par one solution y (,v) de (’equation (i h,v ‘); alors 
% n 1 7 el anus annuls en rempla<;ant n par n ~ 1 efc k (tf, /) par 

>k ,s\ / 

(|H> *1*) /"| K f( (*,/) *(/)*// fn(*) 

* >a 

on /’„ ( s ) esl une (hnrlion runliuue connue 

*/. •/. 

Oil) /«■•>» /l*) ■ > I K t (.s-,<!_/ (I'll 1 ... i >" ’I 1\„ 

Jtt 

<>n veil que y (a*) est une solution de [’equation de Fredholm 
(/|M) nti /k, f sent remplnees par )/*k a4 » /». Imersettient, soil0 (.s’) 
tuie solution de I‘equation ('jS). Si dans les relations 3 j, {/j , on 
remplaee y„ par y, |(\ etant lotijours change en }.k , y„ sera aussi 
rgal a y, II snftil alors d’njnuter membra a meinhre les n premieres 
dt* ces equations (3), \) pour eonstaler (pie la lonetion 

Ijj. t V i ^ * • * t Tn t 

II 

< % bI une solution de ((Test d'ailleurs aussi e\idemment une so¬ 
lution de '|N) routine y, done M y et y est hien une solution de 
(1 l,la ). Les captations (1 M ") el (/j8) soul done tkjuivalenles. 

| Kn v ue das applications mtmenques, il y a lieu d’observer que 
Ton ohlient la transformer en /** de ('equation I) ).) o relative 
an no\au k s f /) en egalant h zero lo « determinant » dli noyau 
n fc 1 i h reitere k M (t?. /) J. 

Or, il arrive* dans un grand notnhre duplications que lo 
no\au K(a\ /) (Haul inlini en certains points, on pent trouver une. 
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« 6 o 

valour dc n pour laqucllo le noyau rciltW, K„ cst borntL Oi 
<lonc ramcne an cas pr6c<$dcnt. 


14 . — La discussion dos cas-—qui sc reneontrenl frequen 
'Cn Physique. — oil cello condition so Irouvo realistic sera, c< 
rcmenl k ce qui avail lieu dans lout oe qui pnW;d<\ < 1 iIT 
•suivant le nombre dos variables. 

Soil d’abord une integrate simple. \<ms supposrrons </ur I 

n’est iajini que pours : ( H romme ^ a ; pour q 

soil inlegrable, il faul d'aillours que* a qui est • o, suit * i. 
preciscr, supposons 


KGs 0 


I* t i* 


ou II (jp, /) cst une Ibnclion bornie integrable. On a 



K (#, t) K \t, ( d s. 


Si M cst la borne sup6rieuro dc jll(.s\ /);, on aura : 

| ^(*,01 |# ' t|> h ' ^ , h . 

Or posons 

— V } l(l ~ /)» 


^’integrate deviondra 


Done : 


a— i 





vr 


|K,(«. ()| < m*J^* , x |* i» t !, < 

ou P a est un nombre positif fixe. 

De mime, com me on a 


K a (f>\ l) :r= f K g (u, T) i ,(lx 

Ja 
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6 * 


on aura 

|K.,(.s. x)| • . l\\s /| a - 3a 

et an general 

IK,,!*. /»| < l' n \* - 

Soil alurs // la premier ontior superieur i\ ^ 1 ^ (^ * i); on aura' 
n — i —* na ; * o. 

IW Vjs~t { n M*rn horu4 (et •• l\>h — a)"-'-**). 

I)e siirIt* quo le no\nu do liquation l ; |H) sera (ini. 

Kn parlietdier, si % % * , il sufiira do proudro n -• *j. 

15. — Duns ce m('me can r/ * *, M. Hilbert a don no urv 

moyan elegant do trailer tlirectemcnt Inequation i i 1,h ) on modiiianl 
In methode do Fredholm pour le ran d’un nos an (ini. 

tl s’agit do tourner la diflicuUe pnmmantde co quo los tonnes 
des diagonals prineipales dos ddarininants 

lv (*' # i» **** M 

soul infinin sauf lo premier comma etant 6gaux k 

K(#ji ), .*• K *»)• 

Pour rein, M. Hilbert remplaeo la fonction donn£o k (s, t) par 
une bmetion k 0 uv, I) £gala par tout k K (s f l) sauf pour l oil 
Fern proud k 0 (»s\ s) o, II est manifesto epic la non voile £qua 
lion integral© obtinue sera entiferernont dpiivalente k la premu'TO* 
car une integral© simple no change pas do valour si Ton change la* 
valour do la fonction k iut4grer en un soul point. 

Fu operant niusi, lesnouvelles expressions de 1)^ et do D(X) 

no contitmdronl quo das tonnes (inis. II res to k monlrer qua qtioi- 
que k 0 (x\ l) no soit pas I>orn£e, cesdoux series sent convcrgentes. 
Ko diet, ctmsiderons par example ce quo deviant 

K (*‘.M- 

\«i .*»/ 


i/rquation im furmioui 


En supposant (Vaborcl .s', > s. 2 > s A ... " * .v nma 
Ja premiere lignc da ce determinant (voir lormulc /|o 

la sccondo par [(*s’i I — < s \i) * | ‘ •••* 

[s n ^ — *„)*. Los 616ments du determinant obtenu n 
ricurs, on valour absoluo, h. im nombro fixe I\ D ap 
ale M. Iladamard (n° 9, p. im), on a doin' 



>, -- «.) a |(*. -«,r* i 

(#«...! --#„)* .v-V.P* 1 


•dans lc domaino I) drlini par l<\s inegalitAs b . *•, * 

Or, los inlegrales de |K| dans ehaeun dos n ! d< 
gues a D oblenus on permit (an l les ,s\ soul egales. I 
xal u u do la aerie (/u) qui represent to lo « deter, 
■relalif l\ K 0 est done au plus 6gnl a 


\ |A n | v/n"!*" j •" fjs, 


-St l) a 4 " (*\, I S„ 


l in elmngemenl do variables led quo s, « \ (/# 
cello expression h la forme 

\l\ n (\ )i) n l ht {h a l*-* "1* 

•ofi I„ roprfeente Pint^grale qui figure dun a 
«au domaino i > «i > « a ... > « M " - o. Le adml t 
-quo Ton pent 6crirc l n < ^ . mi A est un n 

• sortc qu’on a pour lo terme gfadral ti„ de J) (A 


( l ) Voir llilhert, Grumhilye QMmtjtr Snehrkhlm { 
*190/1, I left i, p. 8/|. 
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l 1 Equation i>r fkrimioui 

Comma a <; * , \ / \u n \ tend vers /6ro cl la s6ric D (X) osl abso- 

lumenl convergence. M. Poincare ( 4 ) cst parvenu k clcudre le 
proce.de <le M. Ililbcrl au eas ou a esl ua nouibrc quclconque 
oompris tail re o el, i . 11 arrive au res alia l suivanl : Soil n ua cu~ 

tier quelconque superiour a j ^ a . On peal caeorc appliquer les 

formules de Fredholm (/i<>), (/i i), (hl\), (/17) com me si le noyau 
l\ (.v, I) etail liai pourvu qtiVm ail soia do supprinier dans lc d(Wc- 

loppemenl de chaque determinant k [*' *** * s /'), Ions eeu\ dcs 

lennes qui sunl de la forme 

. K u a , « ? ). K fy, *..) ... K fa, .y ). K (.y «,) 

ou l(‘s iiuli<Ts a, fj, y, ... X, \i., v. I'onncntun cycle de /? -(• i lcllres. 

16 . » S’il s’ngil d'equalions inlegralesde la forme (V) (p. /i), on 
ad me lira - pour se burner ton jours au\ seals examples v raiment 
usuels --quale noyau peal devenir ialini lorsque les points M, Pdoal 
il depend coincident. el seulemenl dans ee eas ; quo, de plus, il esl 

alors de Ford re de l % f a (‘laid, encore ua exponent e.onslanl cl r 
r 

designtuU la dislanee M P. Ola rev lent dire —si, par example, Feqna- 
lion eat i\ deux variables, de sorle (pie M esl defini par deux eoor- 
donntW .v,, (‘l P par deux eoordonnees t if ~ (pie le noyau esl 

de Ford re, d(‘ 1 % • 

|.*» M a d («, 

(le eas sent eludie dans uilc nub 1 k la (in du volume (note A, 
p. 1 1), on nous demontrernns cp»e les mtUliodes oxposees au n" pre¬ 
cedent nbisaisaeid pour a < a si, comma nous venous de lc aup- 
posar, le nombre das variables esl da daux. 

17. 6tablissement de quelques formulas. Nous ne nous 
soimnes pas oeeupds encore du eas exceplioanel ou X est egnl k 
une conslante earaeldristique du noyau K(*s\ /). Pour y arriver, 
nous commencarons par le cits de ['Equation inihjrale homo g hie f 


1 1 ) liemurtfues diverse# sur I'dqttalioti de Fredholm. Aria Mathematics, t. Ill, 

KUO. n. *7 3. 
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Car pour qu’il cn (Vil aulrcmenl, il faudrait quo (quels que soient 
a\ /,) X' soil racine de I)X ^ el meme racine d’un on Ire de multi- 

plicile /q au moins egal a Fordrc de mulliplicite p de X' considere 
ronmm racine de 1) (X). Or on lire de (5o) 


( ]h 

;L 



<nj' 


r r i) 



Si on fail dans nolle idonlite X X', on aura 


ph 

dl k 


I) 



s' 


. O 


[jour h /)j 


el par suite 

//>* n ( x ) - : o pourX 

Done 


X' cl h = l, ... />,. 
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III. IttiSOUTION 1)K I.’finUATION IIOMOCIvNR 


20..- (lonsiderons inainlonant l’cqualion intdgrale liomogene 



oVst-a-dire lequalion (i'"\ p. Mi oil Ion suppose la tonne. comm 
f S' idonliquemenl. nul. Idle aduiol ovidonunenl la solulion 
f(s) o. Si X nYst pas unc amstanto earaeleristique, lc iheoriune 
idndamcntal du n" 11 , nous opprend quo eelte solution cst la 
soulo. 11 suflil done d'oxamincr le oas on X cst unceonstantc carao 
l( r ‘risliquc. 

11 cst d'abord evident quo s’il existe unc solution non nolle de 
[’equation, il en exislcra unc infinite d’autres qu’on ohtiendrait 
en multipliant l’une d’cllcs par uu factcur numdrique arhitraire. 

nr. «'il ftvisic nlnsicurs solutions lindairement indd- 



celles-ci sera aussi line solution non identiquemenl 
probleme d’cxistcncc qui est resolu par Ic theorem 


21 . TrruouuMi:. — Si X' est une constants car 
noyau K(.s\ t) } liquation integrate homog^ne 

(5a) 9 («) V I* K («, t 'i 9 {l)dl o 

admet au moins une solution 9 (s) non identiquamen 
En diet, d’apres Ie n° 19, la ronstante earaeterisi 
pole de la resolvanlc K (,s\ /, X) <Tun on I re r au 
[’unite. Nous pourrons done 00 rire rnsnl vault 


(53) K(«,U) 


?>(M) , ?!• ikO 

*)'*’*V X/ « 



011 (s, /) est certainement non identiquomont milk 

est une fonction do X cpii est holornorphe pres de X 
Nous utiliscrons maintenant la relation (^(i) on 
sa rdsolvanto sous la forme 


(54) — K(a‘,/)-|-Iv(,s\/,X)=:(X--)/) C K(n,-:)K(xJ t l)dz f >/ f 

J<i t /«i 

f'h 

- (X V) K(^T,A)K(^W-i r 

J a ,/»i 

Si nous substituons emuite Impression de K (j 
(53) dans (54) nous pourrons identifier lee coefliciei 

(V-X)-‘ t (X'--.X)~S... (X' -X)-'. 

La derniire dcs relations ainsi obtenues sera 


(55) ©,. ($, t) V f K (S, T)«p r (t, t) (fa 



Cette formula nous montro qu’en dbnnaat 4 t un 
conque comprise entered 6, la fonction f,,(^ i) vi 
( 5 , 2 ). Or h) n’6tml pas une feneltoa Mteliqiic 
set t, il existe au moins une valeuc nmtfriquo $ < 



a el b t^lle que cp r ($, 0 ) soil mie function de s non identiquement 
nulle. CeLte fonolion elan l solution de (52), le tlieor&nne esi de¬ 
mon Ire. 

Ce iheoreme est fon da menial. 11 pent en effel sinonccr ainsi : 

Si le (Idler mutant (tune dq nation de Fredholm est nul, liquation 
homoghxe correspondarile a an mains line solution non idenlique- 
men i nulle. Si an con Ira ire, le determinant esi different de zbro, la 
fornmle (/|7) s’applique en partieulier si f(s) esi identiquement 
nulle, quand on y prend encore pour <p (s) une solution de Pequa¬ 
tion (1) qui devient homogene puisque f(s) ~ o. Kile inontre que 
si 1) (X) ;zf o, tonic solution de tdqmdion intdgrale homogbne est 
identiquement nulle. En rapprochant cos < 5 nonc&$ du th6orfeme fon- 
damenlal du n° 11, on a la proposition suivantc : 

Pour que liquation de Fredholm (i W h ) admette une solution 
(fonrnie (Paillcurs par la fornmle f\ 7 ), il faut et il sufflt que liqua¬ 
tion homogbne correspondante (1 u ' y ) niit pas d’autre solution que 
z£ro. 

On a ainsi pour elablir Inexistence 011 la non existence dine 
solution de liquation avee second memlm\ un proebde souvent 
commode on oe qu’il evite le calcul du determinant. 

On voit que pour s’assurer que Ic determinant 1) (X) est diffe¬ 
rent de zbro [quo par consequent la met bode des numeros prece¬ 
dents est valable et fournit une solution unique de liquation (1 blH )|, 
il n’est pas necessaire de calender ce determinant. 11 suflit de eons- 
taler que pour la m^rne valeur de X, liquation homogeno corres- 
pondante (1 tn ) n’a pas d’aulre solution quo zero. Cette remarque 
sera dine application constante duns la suite. 

Remarque. — Nous avotia obtenu plus haul dans le cas ou ), est 
£gal i\ une constanle cnracterislique X\ une solution f r (s, i) de 
liquation bonoo^ne ( 5 a) qui cMpend din paramistre arbitraire l. 
Il y aurait done une infinity de solutions, ce qui no saurait nous 
iHonner (n° 20 ). Mais nous nmcUrecons plus loin (n° 24 ) qu on les 
obtient Unites de la manure indiquee pnScddemrnent (n° 20 ) ou 
dine manure plus precise, quo toute solution de liquation (62) 
est une combinaison lindaire et homogine de solutions lin^airement 
ind^pendantes en nombre an plus %al (n° 25 ) au degii de multi¬ 
plicity de la racine X' de D(X). 
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22 . — Lc th6oremc que nous vcnons do demontror s’appliquo 
encore aux cas ou le noyau devient infini, lots que nous Ios avons 
vis6s au n° 14 ; e’est-a-dire quo dans ccs ras, ou hion I (‘([nation 
donn< 5 e a une solution Ibumic par la nuHhode <lu n° 13 ou bion 
FEquation hotnogftnc corrcspondanto a uno solution non nulle. 
G’est en diet cc qui a lieu pour I'd [nation (4 8) ot nous avons vu 
que cette derniere est cquivalente a la proposer. 

On ctendra dgalcment ce resultat a la mdthode do M. Hilbert 
(n° 15 ). 


23 . — Pour trouver le nomhro exact des solutions do Pequation 
homog^ne ( 5 a) pour chaque oonstante earnctlrislique X\ on a recours 
aux minenrs du determinant I) (X). 

On appcllc ainsi aver M. Fredholm les series 



On voit comme pour les series (/io), (/jj ., <jti<* si K (n t t est borne, 
la seric ( 56 ) osl uniformdmenl eonvergonte, quand h‘s s, l \arieni de 
facon quelconque dans (a, b) el (jue. X a une valeur li\e qnolrouque. 
C’est done une function entiere de X (jui est continue pur rapport a 
($/*» hi), a ... p) en lout point ou K (s/ 4 , t h ) est continue. 

On tire de la formulo preeedentc pm Ton rcmplncc ij ... x M par 

Sp 4 , 1 . ... Sp | n ). 



)'f*i ds-i ... dtp 




)(/sJ ... iln ]t 






D*ou en comparant avec (/»1) 
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Developpons le determinant 

K(s 1 ,i l )...K(« lf i ;> )K(s 1 ,T l )...K(s 1 ,T n ) 

K (Sp, ... K ^ T l)...l^(‘>/>*Xn) 

K(T lf / 1 )...K^ lf ^)K(T: li x 1 )...K(T; ll T, l ) 

Xv(' c ?t , |).. .I\ (x n , G<) ^ (* u 7 t) 

par rapport j\ sa premiere lignc el integrons par rapport a x 1? t 2 , ... x n . 
Nousaurons 



h /, 

V 

Jmmmi 

h ■ - I 


I' 1 ' ... /' /l Kf ') 1 ’/ 2 .. T ’ 1 ') (f-,’... <h„ 

( 1 )*f ’K(s,./ /t ) f‘-~ I’ 1 ' k(* 2 ’ .;. 

/1 r:- n 

V t-iyun /* R(.s-,.x„) X 
J / ••• / * 1 .,'rft* 


Mais on faisant passer la (/>*!• A ligno an premier rang 

dans le determinant <pii ligure dans Facet)lade, on veil <ju*en rempla- 

<;ant les variables (Fintegration z ht * h } lt t a , . . x It par x, t a , ..., 

sa valeur deviendra la inline quel que soil A, de sorle (pie la deuxiemc 
partie du second membre de regalile deviendra 


\C *(*"*).Crf ! K 


• 1 '•'**/) *X[» 




•7 1 1 Wm..., rfv.i * 
•»“/» 1 / 1 


Multiplions main tenant I’egalite obtenue par 


> 0 W 

n! 


et faisons la 


somme de la serie obtenue en portant dans ( 56 ); nous aurons 


(5‘)' 


V 


,-.i)m.k(v 


4-). 
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En operant avec une des p premieres lignes autres qne la premi&re 
dans le developpement de (58), on a lira it de interne obtenu 

".■(I:: f::::?) 

+ x) ,fc. 

En operant de m6me avec les eoionnes, on veil qu’on anra aussi 


k = p 


J) / ,s ’‘* ‘V • 

p Vi- • 


h — p 


==V f-~. l)* i i K (s A , /;) Dj, , 

(*l .*'■ t. Su | ... Sp y 

'W •••>*. «• /, u . t P A 

h = i 


+ */> 

’ *' 1,s i’ *;•* l ' s >‘i)<h. 

» 1* w » U 1 1 » •• Ip j 


24. - Reprenons maintenant l equation morale, homogtme (5a), 
X 6tant <$gal k une constnnte enraeleristique )/. Soil done D(A') •— o. 
Nous avons dojii observe quo si liquation 

(6a) cp(s) — X' I* K (.•*, l) w(l)dl = o 

a q solutions («), <!>„(*), <I» v (*) t la function 

(03) e, <lq (s) -h c. % «!>,(*) 4- ... vN (s) 

sera aussi une solution qticlles quo soiettt les cons tan tes c i9 ..., c, r 
Nous aUon» dormer une nouvelle demonstration de P existence d’une 
solution de liquation (da), demonstration beaucoup plus longue quo 
cello du n° 21, mais qui aura Pa vantage de nous donner l’expression 
g6n6rale de loutes les solutions possibles. 

Pour cola, utilisons les for mules (53), (5/i), (55). Comma I) (fk ) cst 
une fonetion entire 6gale a i pour X r- JL)(X) n/e&t pas idsatlqiae*- 
ment nullc et par suite les quantity 
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he son! pas toutcs nullcs pour la valour X — X'. U resulle alors cle la 
formulc (57) quo lcs fonctions 


(64) 



, s 

/ 


n *),... 


aio sent pas loutes identiqucmcnl nullcs par rapport aux s et aux t. 
Soil q, l’indice do la premiere de ces fonctions qui n’est pas idcnlique- 
ment nulle. Nous a lions montrer quo louto solution continue de 
1 equation homogene ((h) ost cle la fonue (03) ou <Iq, <!>,, <!>,, soot 

7 solutions linoaircinent indopendanles —- q otant lo notnbre que nous 
venous do fixer. — Ku elfet, d’apres (bo), on aura 



on pent supposin' a partir cle mninlonanl qu’on pronne pour les s et less 
/ ail coles d’indiecs, non pas des quantiles variables, mais des valours 
numeriques doterminte s', /' tulles ([ue Ton ait rinogalite mundriquo, 



Dans ces conditions, on voil cpfen posaut 



la function ; t,s) sera unc. fonetion conlinue non identiquomont nulle 
qui d’apres (05) verilicra fequation homogene (On). 11 en sera de 
mAno do loute fonetion oblenue on multipliant o t (s) par une eons- 
tante non nulle. Nous utiliserons les fonctions 


(6?) 


*.-!»*■« Ml 


>s, iy \ 

V,. 6 .. . . i’,, ) 

‘ ' “TTr *“ V* 7 —- u ** ’7-7 - - 

\\ / * r * n» ,v :»»-*•’ 6 q \t \ 

l f: . ,*'// 


I. 3 » •••» '/) 


conmie solutions do l’equation homo^uno. 

11 ost facile do prouver, avec M. I’lemelj, que ecs q fonctions sont 
lineairemcnl indepcndanles, c’cst-ii-dire <jue si l’on a l’idcntilo 

(d 8 ) l, <l», (s) ■+■ ... -f- l, (s) o 
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ou Z,, Z 2 , .... Z, sont des constantes, ces constantes sont necessairement 
toutes nulles. En effet, d’apres la definition de (s), on a 

4 >, (s'i) = 1), <J\- (s' a) = o pour i jzf /c et i = (1,2,..., n ). 

En faisant maintenant $ — s ',, s' 2 ,s', dans (68), on obtient sue- 
cessivement 

/j = O, :=: O, .^ ; — O* 

II reste a prouver que toute solution cp 0 (5) de l 1 Equation (G2) est de 
la forme ( 63 ). Pour cela remarquons que la lonetion de s 

(69) ? 0 (s) — xf u b K(s, t ) ?0 (t) dt 

etant identiquement nulle, il en sera de m^me de Texpression 

( 7 °) l ’ J a b </(*> 0 \ ?o (0 — V f a l K ( / > T ) ?o CO* | dt 

ou g(s, /) est une fonction continue quelconque. D’ouaussi, en retran- 
chant les deux expressions (69), (70) 

0 = “o( s ) — l 'J b &(s,t)°o(i)dt—yJ^ 1 g (s, t) <p 0 (t)dt 

+ ^f t b f a b 9 (s,t)K(l,x)^)dxdt; 

ou en permutant les notations t, t dans la derniere integrate 

(71) O 0 (s) —yf b Il(*' < ) , Po( 0 ‘W = o 
avec 

(72) II (s,t) = K (s,t) + j 9(s , t) - vf b sr(«.x) K(r. t)dx (. 


Servons-nous maintenant de 1’identit6 (61) pour t — 1. En y rem- 
pla^ant p par q -1- 1, h par /i 1, X par X' et, s i9 t x , $h+. lt t h + A par $, t r 
4 , 4 , elle devient: 




S ,5 


;,n' 




(73) 


1 K(s,()D, 


$\,..s 

1 q 




]i -q 


h=i 


Or, prenons en particular pour g ($, 1) la fonction 


g(s,t)= — 


D, 


/ S,S jti j] , 

\<V <'*. • 



,« x 


') 

r ) 
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L’identilo prdcddenle devicndra 

f h =1 
— ;/ ( s ^)K(Tj) ( h~-K( S ,<)4-V K(s';„ <)**(«)■ 

/t=I 

Kt l’cqualioii (7a) pourra s’ficrire 

{ A = V ' 

11 («, t) - • K (*, I) - J K («,t) - V K.( s ' h , i) «!>„(«) 

( a = 1 ; 

<1 

-■ V !)**(*). 

/» •:= I 

Kn portent dans (71), on voil quc 
h « y 

?o (* s ) ‘ **’ 2l) <[>/t ( S )J a ^ ( s 0 ?o (0 

h 1 

I)e sorle qu’en definitive *f 0 («) s'exprime bicn sous la Tonne ( 03 ) cn 
prenant pour conslantes c/ r les quantiles 

(74) c h : V k <) O 0 ( t) (It. 

Kri rdsume : Si X n’cjrJ pas une constante caractfrislique, Valuation 
kOmogene de Fredholm (1 tm ‘) n’a aucune solution continue non identique- 
merit nulle . 

*S 7 X A une constante caracteristique X', VEquation homogene (Cm), 

a une in finite de solutions continues non identiquement nulles t el si q est 
Cinnice de la premiere des functions (6 f\) qui tie s'annule pas identiquement, 
toute solution continue est une combinaison Uneaire de q functions continues 
lineairement independantes donates (*) jmr les fonnules ((>7). 

D’aprtiS re qui pnSccido, it e.xiste une infinite de sys times de functions 
continues tels (jue toute solution de liquation integrate homogene (6a) suit 
une combinaison Unfaire et hornoghne des functions 0,, 0 t , ... 0 f/ apparte- 
nanl A Cun de ces systhnes. (II suffit en diet de prendre pour 0,, ... 0 q , 
q combinaisons lin£aircs. homog&nes ct independantes des functions «!><). 
Nous dirons que 0 P 0 r ... 0 q forment un systhme de fonctions fondamen- 
lales correspondant A la constante caracliristique X' et an noyau K(s, t). 


(*) Komarquons quo la condition (66) eat la smile imposde aux quantity 
s', t' ; do sorlo quo les fonctions dependront on g^n6ral de a q paramdtrea 
(dn moins en apparonee). 



i/eQUATION DE FREDHOLM 


ik 


25. Remarque. — Le nombre q des solutions independantes varie 
•avec X 7 ; on l’appelle Vindex de la constante caracterist ique X 7 . D’autre 
part, X 7 etant racine de D (X), on pent definir son ordre de multiplicite 
P > i- 

Or, nous savons (n° 19) que X 7 est (pour quelque valour de s, t) un 
p6le de la resolvante K($, /, X) : soit r son ordre dc multiplicite. On 
peut determiner exactement q au moyen des , D.,, ... Nous alions 
voir qu’il suffit de connattre r et p pour avoir tine limite superieure 
de q C). 

En effet, appelons p r p. 2 , ... les ordres de multiplicite de X 7 pour les 
fonctions D* ^ XV D 2 XV ... On a d’apres ( 56 ) 


d 

dl 




/o 


c x 

T 


d'z. 


D’ou : 
D’ou : 


p/cf i Pk — i* 


Pt <Pt — *> •••>Pa-i < Pa-2— i- i 
En ajoutant les inegalites, on a 

1 < Pi — (9 — 2 ) ou Pi > q — i * 

D’autre part, d’apres la definition de K(s, t, X), on a 


D’ou 
■et enfrn 


r=p— Pi- 


r <P — ( 9 — 1 ) 


(74 Ms ) q < p — r -f-1. 

En particulier, puisque r >> l, <7 p ; on a d’ailleurs par defini¬ 
tion de q, q >• i ; done k une racine simple d© D (X) ne correspond 
qu’une fonction fondamenlale. 


26. Resolution de liquation integral© singuli&re avec 
second membre. — Revenons k liquation integrate avec second 
membre (i bis ), rnais ou nous supposons que X est 6gal k une cons- 


(!) H.-B. Heywood, Thbse, p. 16. 
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tnntc caract^ristique V. Non seulement le raisonncment qui nous 
a Iburni Fcxpression (4 7) dc la solution de liquation (i biH ) n’est 
plus valable, mais cello expression n’a plus de sens dans le cas 
aolucl. Nous allons monlrer qu’il n’y a pas alors en general de 
solutions continues dc Fequation 

( 7 5 ) o(s) — X f K(s, 0 ?( 0 rf/ \f( s ) 

« / a 

si f (s) esl uno lb notion continue quelconque. Mais il os l 6vident 
quo s’il y a uno solution <p(.v) de oeltc equation ct si 0 l9 0 if ..., 0 q 
sent los solutions independantes dc Fequation homogisne corrcs- 
pondanto ((h), la solution la plus generate de ( 7 5 ) est de la forme 

<?p0 -h c l 0 1 (s) -h ... -b C <1 % (s) 


ou c if sent dos cons tan tes arbitral res. 

Pour iHudior los conditions d’cxislcnce (Tune solution de ( 7 5 ), 
nous allons introduire /'('‘(/nation assocife a liquation homogfene 
((h) ; co sera par d6fmition Fequation 

(76) 4- w — vjT* K (t, s) * (0 dt = o. 


A clwque solution X (.*) do eettc Equation correspondra une con¬ 
dition do possibility do 1’equaUon donnee (70). 

Supposons on ell'ot quo liquation (7b) ait une solution continue 
<p (s). On aura on multipliant par ^ (.«) ot integrant 


f /(*)y.(*)ds=-: f o(ir)/_(s) </s ■ - ( f K(s, l)<f(t)y_(s)dxdi 

a tJ(t a *■' a 

■ - f' ?( s ) )■/.(») ~ y f a K(/,s)x(0dt I ds = o 


I*accolade 6tanL nulla par definition da y ($) 11 faut done qu’on ait 



C =2 O 


ce qui n'aura pas lieu pour une fonction f(s) quelconque. 
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27 . — Pour l’cqualion (76), le determinant I) (X) est le inline 

quepour l’equation (G2); les fonclions X^ t ... I) ;) (^ r ”” S f p ... 

pour ( 7 G), s’obtienncnt en pmnutant les a avec les t dans les fonclions 
corrcspondantcs pour (Ga). II en res idle qne si X est egal a une eons- 
tanle caract^risliquc X' do (Ga) eorres|)ondant a q solutions iondamen- 
tales, X' sera aussi une conslantc caract6rislique do (7G) (jui corres- 
pondra a q solutions analogues aux <!>,• 


( 77 ) 


*<M = 


Ai. s *2> • • •»$*— 1 * $ i \ .. ,s *»/ v\ 

U *Vi .*. /'if . .i'v / 


1 ) / ° ” * 

v... 


(on Pexpression D y est cello qui correspond & ( 7 f>) eomme jusqu’iei). 

Soicnt^j, */ v un syslrme do fonetions fondatnentales de ( 7 (1) eor- 
respondant a X'. On aura d’a pres le n° 20 les</ conditions d(‘ possibilite 

(l S ) fa /W W (/s ~ 0 (‘ : :r:; '• U . 7 ) • 


Supposons maintenant quo la function f(s) satisfasse a cos q eondt- 
tions. Les W; dtant dcs combinaisons lineaires des les conditions (78) 
peuvent s’dcrirc en romplaQant les y t par les 

Connaissant d6ji la forme (<j), p. dp, de la solution unique, dans le 
cas ou X n’est pas une constante caracUSristiquo, il est naturel de eher- 
cher si Ton pourrait trouver une solution do liquation (70) qui sera it 
de la forme 

( 7 !)) ?(«) ■/{*) . xjf <''(>' l)/m 

ou G ($, t) est une fonction a determiner. 

11 laudrait pour cola quo Ton out [en substituant cette expression de 
o (s) dans ( 7 5 )J 

. w- v f! 

K M«(t. t)/(t),Udx /(«) 

ou 

(8o) jT‘/(Oj(i(«.0 H- K(*.0. WfJ' K(«.t)(I(t 

Si X' n’6tait pas une constante caraclerislique, on satisferait h cette 
Equation en clioisissant pour (i une fonction telle que Paccolade fi\t 
identiquement nullo, il sulTtrait de prendre pour X'G la fonction rfai- 
proque dc X'K et on rclomberait sur la formule ( 4 7 ) d6j& obtenue. 






INEQUATION 1)E FREDHOLM 


77 


Mais, V elant une constanle caracterislique, et puisque nous ad meltons 
les conditions (78) realisees, it sufftt qu'on puisse choisir G de fa von 
que l’accolade soil une combinaison lintiaire des M^(£) (a coefficients 
independants de /, si non de s) pour quo l’idenlite (80) ait lieu. Or la 
for mule (59) pent s’ecrirc pour p =r= q ~|- i sous une forme analogue 
a ( 7 3 ) 


^ ■ C: t ::::J; v )- v £ «> s d:::: v 






011 cn tenant r.omplc tic I'expression (77) lies 'F; 


(81) K(s, l)— 


(; y ;.?*) r „ 

V, .{• 1 v f K(.s.t). ^ - \ 

) .L '.V. ^ V ) 


i) , /'*.»'. s 'n 

‘’’“b. t . e, 


... * ,, v 


" 7 

V 1 )* K(*. 


Done en prenanl 


i) . /' s * * 1* ***’ h n v 

/I* # \ _ X 1 ' l i* *7 

(i(,Sf, «) —-- .../ -/ 

»' i.v: 1 ' 


on voit ({tie le premier niemlirc (le (80) so reiluini a 

V (—/ ’ f(t'iV h (l)dl-. O 


il’apros (81) et (8a). 

Ku r&mnitf, si X' esi une constanle caracterislique, liquation avec se¬ 
cond membre (qb) na pas en giniral de solution. Pour quelle ail une 
solution continue, il faut que f\s) salisfasse mix q conditions 

(S3) /;" /(*)/., (*)<*« = 0 , ...,j a k /(*)/« (*) rf * = 0 
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oil les Xi for men l un systbne de solutions ind^pendantes de l f equation 
homogene assocue. Et alors il y en a urn infinite donnSe par ba for mule 




^u( s i s j .;>v) 

<-: x ') 


I) p 

'V' ( . 


h = <} 

~V C h 0 h (s) 

As3 1 


oa ics 0 /t sont les <\ solutions independantes de V Aquation donnee privee de 
second membre. 


28 . Remarque. — Nous a vans vu quo Loutc conslantc oarae- 
toristiquo l f dc I’equution (70) elail conslantc caractdristiquc do 
I’Equation associee (7(>) cl quo to nomhrc dcs solutions lincai- 
remcnl ind< 5 pcndantes dc cos deux Equations intdgrales homo- 
genes. 

On pout montrer en outre quo si deux solutions respective* de 
deux equations int6grales associ6es no correspondent pas h la nuhne 
constant© caract6ristiquc, ellc sont orthogonales (voir n° 7, [>. 8). 
Car si Ton a : 


>«■ 


1 f K(s,<) 0 (i) 

k "X 


dt 


V(s) X" K.{l,s)'V(t)dt 


on aura 


pb M) 

(X'_X") 0 («) V («) dsr~. X'X" *0 (s) K (/, s)'F (/) <ftd« 

Ja Ja Ja 

I V<»K.(s,<) 6(f) did*. 

1/ a 1/“ 


.- X'X' 


Or la imtegrale deviemt & la pr6c6demte qixand on 

y permute ks variables d'inWsgratkm'. Le premier membre 4tant 
nul, avec X' — X" ;Zf o, les fonctions 5, V F sont bien orthogonales. 
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28 1,is . Cas exceptionnel de M. Picard. — iNous avons vu (n° 14, 
p. bo) quc sous ties conditions tres larges, on pcut etendrc la melliode 
dc Fredholm au cas 011 1c noyau deviant infini dans 1c domaine d’int6- 
gralion. On pour rail, etre amcnc a pensor qu'il est dc me me facile 
d’elendrc la melliode au cas on le domaine d’integration n’est pas- 
borne. ML Picard a montre qu’il n’en est rien : non sculeincnt la. 
melliode de Fredliolm suppose essentiellemcnt que 1c domaine est 
borne, mais les pro prietos qu’elle pennet de tlemonlrer peuvent devc- 
nir complclemenl inexaeles dans le cas conlraire. Sans preciser loutes- 
les particularites noimdles qui peuvent se presenter dans ce cas excep¬ 
tionnel et pour 1 esq u el les nous renvoyons a la note de M. Picard (*), 
nous nous ronton Le.rons ties indications suivantes qui su Hi sent poui 
meltre eu garde centre une generalisation hAtive. 

Considerons Pequation dillerenticlle lineaire tlu second ordre 

(«'») «,» — P «(0 -f(t) 

oil u(t) est la fonction inconnue ct p tine constante donnee, et servons. 
nous de Pidentile 

u/'e (/) ~• it (/) v t " ^ | n/v (/) — it (t)v/ |. 

[Notts y remplaeerons u[t) par nno solution de Pequation (H/i) et e(/)* 
]>ar tme solulion de Pequalion 

v” — \iv{() • " • o, 

on p est une constante reelle positive. Prenons mchne en purtietdier la. 
solution 


.;(/)■ (i -± 0 

qui depend (Pune eonstanle arbitral re .s\ L’identile deviendra 

( P /) t v ) /t0 : . = ^| ( H/ | 

Fn integrant par rapport a / de -go a s pour s } i et dc s a 
-H oo pour e rr: on aura si u($) et a f is) sont born fa et p ]> o 

(p— fJ t) r e — v/ ! A ( i— u {l) <lt •+■ f S 

J — r* J — m 

(?—h) [ 1 * ,-~V'V | v/ fJ ui(s). 


(‘) E. Pica iu>, Comptes Itendus du i 3 octobre 1910. 





l’equation m eiiediiolm 


•80 


et en ajoulant : 

(85) (p —jjl) f +eo e m ~^*~ t \u(l)dl+ r + 0 ° 

J -<30 J -00 

Prenons en particulier f* — 1, on voit quc toute solution ri(a) do 
(84) qui cst bornee ainsi quc sa dorivee est solution de l’6<piation 


(86) u(.) = (' 7 ? )fjj «“ |s ~ i| n (0 <-' s ~ tl A 0 dl, 

laquelle cst du type de Fredholm ^en posant X r= 1 ^ ^ inn is avee 
des limites d*integration injuries. 

Or, pour cctte Equation, les pvopridlt's essenlielles dc lYqualion de 
Fredholm ccssent duties vraies. 

Supposons en eflet p >> o, c'csl- 4 -dire X <7 *, a lorn on pent faire 
p = p dans la formule (85) de sorte qu’on a 

( 8 7 ) «(«)-— ' f + ^,-A^- i ^f(i)di. 

2 y A t/—-00 

Si done f(t) est une fonclion bornce non nolle, lo second meinbre 
est une fonclion bornee (ainsi quo sa ddrivdo premitVei, qui est solu¬ 
tion dc ( 84 ) et par consequent de (80). On a done pour solution d’une 
Equation de Fredholm, une fonclion qui tied hidem meritpas en general 
mSromorphe par rapport an paramkre X. II y a plus : les simjularites de 
cette solution ne dependent plus exclnslvemeni du noyau c,otnme dans le 
cas gtntral (n° 11, p. 55 ), mais aussi du second membre. 

Prenons en eflfet par exemple/U) — cos nl 9 on n est une eons- 

tante arbitraire; on voit alors par un ealeul facile que le terme indd- 
pendant de u dans liquation (80) est ici : 


, x cos ns 
ct que la solution bom6e de liquation integrate 


(88) W, 

sera, d’apr&s (87), ou plus si implement d’apr&s (84) 

t \ _ cos ns _ cos ns 
u (a) — p ^ n i j ..7. 2 X * 

On voit bien quc le pdle de cette fonclion de X, soil X = ! « ^ n de¬ 
pend essenliellement dc la fonction <p (a) puisque le premier membre 
dc (88) ne contient pas la constant© n. 
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Supposons enfin f(s) ees o; aulrement (lit, occupons nous dc liqua¬ 
tion integrate homogene 

(« 9 ) n (*) — X f + " e~ 1 '' “ (| «(0 dto. 

, '- CO 

I)’apres co qui precede toute solution de liquation 

u/ . . pu . : O Oil n H " ( I - a X) « r. - O 

qui est unc fonction bornee (ainsi que sa derivee uj) sera mic solution 
de (89). Des lors, pour p 0 ou X " • * , la fonction cos X — 1 . s) 

est une solution non nullc de (89). De sorte que toute valeur de X > * 

pent <Mre consideree (n° 21, p. (17) cornme une constante caracteris- 
tique de (89). Ainsi, contrairement encore ?i la iheorie generate (n° 10, 
p. 54), on a une equation integrate homogene (mais a limiles inlinics) 
donl ies constantes aaracteristiques ne soul pas isolees. 


I\. I/fiyUATION l>K I’HEDIIOLM A NOV All S\ METIUQUK 

ET EES 

1 )1CV KMmPEMENTS EN SEIUES 1>E EONCTK >NS KONDAMENTALES 

29 . - - Ftant don nee liquation de Fredholm 

(1 1,iH ) o($) — X ( K (a, t) 9 (t til- J\s) 

Ja 

on (lit quo. son noyau XK(.s\/ : est syme(rn/ue y si 1 on a 

K (*.0 K (/•*). 

On voil alors ([ue 00tie. equation ne diflora pas de son equation 
associee (‘i), p. 1, et Ton con<;oit <[ue re fait puisso amener des 
simplifications. (lotto prevision est eonlirnute pleinoment paries tra- 
vaux de Hilbert et de Schmidt principalement, qui oat examine on 
detail 00 cas partieulier. Ils out ete guides par lc rapport etroit 
entre la question aeluelle et la tlteoric des lormcs quadratiques 
et dc u liquation on s » ( l ). Kn suivanl encore la methode qui a 6 t <5 


( l ) Voir par oxomple, Kncydop folic des sc. math., I, it, p. 3<jo. 
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expos<5e au n“ 8, )). /|0, on voil on oll'et ([lie si lc noyau esl syuu'- 
trique, les equations (3G l>i *), p. /|0, on Ton romplacc K (s, t) par 
XK (.v, /) peuvent otre 6criles .sous la forme : 

X)i _ X A ft' (.r,, :r. .r„) • f(s p ) ([) — i, a,... n) 

KtJ p 

on St(x i9 ... x n ) cst nnc forme quadratique en ...» a*,,. Hi In 
d6terminant dcs coefficients do x Xf x„ lournit quand on 1 It's 

& z6ro cn y rcmplagant X par *, unc equation de la lorme dilo 

« Equation cn .v » ( L ). M. Hilbert a precede en suivaul la melhode 
dc passage c\ la limite, fondant en nnlnie ((‘nips la theorie d< s 
formes quadra liques inlinies. M. Schmidt a ensuite a Hat [tie direr, - 
temcnl la memo question par la melhode des fone.lions orthogo 
gonales (dt$f. au n° 7, p. Si. 1/importance tit 1 hairs rc f% »1111al h 
eonsiste surtout cn cc que le cas du noyau s\nuUriquo esl Ires 
fr6quent dans les ap[)lications. 

30 . Theorem e. — Deux solutions ^(.v)» ( 5 (.v) (tune thpialion in 
tdgrale ho may hie d noyau symMrique, qui correspondent h deux 
cons tan les caracAth'istiques dijft rentes }/, X\ sont orlhogonnles ( a ). 

31 . T uiiouKMK. — in noyau synuHrique reel ne peat avoir de 
constantes earaeterisliques imagimures. 

Supposons en diet que le determinant 1 ) (X) du no \ au suniV- 
trique k (s, t) ait unc racino imaginaire // a \ i[l ; I) (a) elant 
h coeflieients rebels admettra aussi la racine conjugate X" a~ ift. 
Nous avons vu que liquation homogene a au moms um solution 
continue non identiquoment nolle 

*(*)*= POO 4-iQ(*) 

quand X est <%al Jt une racine X' de L)(X). 

Si dans (6a), p. 70, on reinplacc / par — 1, cm voit que in 
fonction 

0 (,) = I>(j)_iQ<,) 

(0 Voir la nolo do la page pr6o6dento. 

( 2 ) ha proposition actuello pout 6 trc considcSrdo commo un cas particular do 
cello du n° 28 . 
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€Sr|j ime solution non, idenliqucmcnl mille cle l equation homo- 
gene (x Ul ‘, }). (15), corrcspondanl a unc conslantc cauacteiasliquo 
X" — « — i (3 differenle clc XL 

D’apres lc thcoremc precedent, on a clone 

O -. ( Cp («) 0 (*) c/if r::-.: ( ( P» ^ 0 “) ik 

Ja ' Ja 

ol la fo noli on continue I )J -I - (V- ^ (s)O(s) devrail elrc idonliquc¬ 
menl nulle sans qu’aueun do sns fae.teurs ne 1c soil. 

La propriele aeluellc generalise lc fait qu’nne « equation cn s » 
a coeflieienls reels, n'a pas dc racincs imaginaires. 

l)e ce (juc le determinant 1)(X) if a pas dc racincs inraginairos, il 
no s’ensnil pas nceessaimnent qu'il ail tics ranines radios. On 
penl donner un example Ires simple d’an noyau c'.onlinu reel 
<|ui ifa aucune eonslanle caraelerisliquo. II sul'lil d) do. prendre 
l\ (,v, /) “ sin ,s‘ oos t cn rrduisanl l’inlorv r allc (o, h) a (o, ; ear 

alors 1)(X) • i, Ions I os tonnes do son doveloppcmcnl (/| i ) s’an- 
nulanl, said' lo. premier. 

If equation dc Vollorra lournil un autre example important. On 
veil cm diet d’apres le n° 7, p. 'pS, quo relic equation. a uno. solu- 
lion ('.onlinue quelle quo. soil la function continue f(s) el pour 
tonic valour du para metro A. II ifon pool el re ainsi <puo si son de¬ 
terminant I) (A) n’a pas dc rac.incs reed It's. Ln (ait, Ions les ddor- 

minants Ids quo l\ ( ,*’ ‘ s , j (voir formula 4y,'), p. 53) riant 

1 V s I * ••••* s n 1 

rod nils a lours elements principaux, on a 

»/» 

— A I Iv v, v r/*.' 

!>(>.) o « .i 

32 . — ()n voil alors (’importance do ('(‘lie proposition. 

Tina me, me. — Tout noyau .symc{ri(/uc possodr an mo ins line 
const unto ca radons! i(j tie ( 3 ). 

\ 1 1 thnwooo, Lor, ril,* p. 3a. Journ. do Math, pi 0 series), t. IV, p. 3io. 

i -i (lo thdoremo a did dnoned par M. Schmidt sous la forme' Huivanle : touto 
oquutiem inldgral© homogdn© b. noyau synidtriquo cotilinu posn&do au moirttf 
uno solution contirmo non identiquemoni null©. (>rAco& la thdorio do Fredholm, 
cot dnonec cquivaut h colni du loxte ct, comrue Pa montrd M. knesor, la 
demonstration do M. Schmidt shin trouvo un pen simpliliee, 
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Je suppose bicn enlendu que lc noyau K (s, i) n’ost pas identic 
quern ent nnl. Nous allons d’abord prouver qu'aucun des noyaux 
reitdresn’estidentiquement nnl. La formule (io), p. dq, montre 
imm&liatcment qu’ils sont symetriques et la formule (r i) montre 
que si Tun est nul identiquement, il on est do inline des suivants. 
Soit dans ce cas, K 2} „ lc premier des noyaux do rang pair qui, est 
identiquement nul. On a d’apres (11) 

k->m ($>$ ) === ^ "k in (* s> » k„, (l, .S') (Iz 

et a cause de la symetrio 

kawi(s^) . ( [I i m (s.*)\*<k. 

t/« 

11 faudrait done que K„,(s,r) soit identiquement nul coimm‘K aw 
et comme m ne pent fetre 6gal hi, K a „i no serait pas lo premier 
noyau r6it6r6 identiquement nnl el de rang pair. De plus la for¬ 
mule pr<5c<Sdcnle montre que non seuloment aueune des fonctions 
K n (s,/) nest identiquement nullo on s et /, niais encore aueune 
des fonctions K w (,v, $). 

D’autre part, d’apres la formule (5o Ur ), on a 



o 


en posant : 


U 


n 





La s< 5 rie du troisiime rnembre dc (90) est convcrgonto pour X 
assez petit (a" 12 , p.57). Je vais prouver qu’eile n’est pas constam- 
ment convergente, c'cst-iVdire (pie lo premier rnembre n'est pas 

une fonction r<%ulifere en tout point i distance linio. Comme 

d 

D (X) ct- R D(X) sont des fonctions entires, on en dc’duira quo- 

D(X) s’annulc pour au moins une valeur finio de X, autrement diL 
que le noyau possfede au moins une constante caract^ristique. 
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On a d’apres l’incgalite de Schwarz (8'), p. 8 
ri> 


/« Jd 

**h 


kn-~i (s, t) k n . ^ i (s, t)dsdl 


|K, t)\*dsdt x 


b r*b 


[K rt+1 (5, t } 2 dsdt. 


Or la sy metric clcs noyaux, nous perrnet de deduire de la for- 
mu lc (11), p. ,H() 

C h 

Kh\ v (*. «) = I K„(jf, t)li p (sj)dl. 

Ja 


L’in6galil6 pr< 5 c 6 dcnte devient done 

K aw (s,s)<fcJ < £ Kan-a(«.s)d«X K a „.|a 


(.$,$)ds 


on 


\lkn 2 S Hau-a X U a , Ha . 

D’ailleurs, aucun des noyaux reilores n’6tant identiquement nul 
Tcxpression 

>h 

U 


[l 2n “rrj jK, t (s,s)J 2 <f« 


est positive ct non nolle pour loutc valeur de n; on pent done 
6 crire quel que soil n 


cl par suite : 


Han t a -- U, n ^ 

IT **1, >0 

11 in UaM-a 


li-in t a 0, 
l ! *n "U t ’ 


Or dans la adrie (qo) le rapport de deux termes, d’exposants 

impairs succesaifs, est 6gal en module k 


X s I 


11 scrait done plus grand que x (ct par suite le terme gdndral 
d’expoaant impair de la sdrie ne tendrait pas vers zdro), pour 


x 1 > v / uj' 
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Nous voyons bien quo hi seiie (90) est dbvor^ute >\mu r de teJlos 
valours do X et par consequent quo lo noyau mluiet au moins une 

constanlc caraeteristiquc (Comprise entre — \/Jel h y/j, * • 


33, — JLa mobei’chc dos eonstanles caructerisliques, autrement 
dit, la resolution do lequalion I) (X) =* o si', fail par lea methodes 
oonnues. On wmi louteibitt quo l’apjdiaaJdon do I'une d’ellea, la 
m6thodc de Grade, presenle une simplification notable dans le ca$ 
actuel. 

Lc procide de Grille (‘onsisle (') h ealeuler une puissance' des 
racincs assez grande pour que lours rapports deviennrnt cousidr- 
rables. Or, ici nous savons former dircclemenl requation qui a pour 
racincs Ies valours de X m . 11 suflit (n° 13 , p. op) de remplaeor le 
noyau Jk par le noyau r<^iteinS K m el d’ogaler h ys6ro le determinant 
corrcspondanl. l/npplicution de la methode eonsiste done lout 
simplemont a 6criro cclte 6quntion on prenant rn suKisamment 
grand. 

On p«nit iBTOu^ttsr mm que la dcnnonsiration pr&actonte 
donne un mo yen clc caleuler approximalivoment la (‘oiwhwite «?«* 
raetdristique la plus petite en valour almolue. lin (diet, son 
carre sera d'aprfcs le n u 13 , p. tip, la constanlc earacteristique la 
plus petite du innau roilike (,v, /). Or, le determinant D a (/x) dc 
cclui-ci v6rifle cSvidemmenl lYignlile analogue h (po) 

l),([x) ,>a M ~ ^ ( a- 


D’ailleurs, d’apr&s les inigaliLtk du if prcWdent, le rapport 
If* 

ir *-•“ tend vers une limite dAteriaimk a u > o, doin' la aerie du 
second inembre a pour rayon de convergence p. r De gorta qu'wi a 


X, 1 — n 0 = lim 

nsjs«j 


l *2n 

\ & 


J. Schur ( 2 ) a g6n6ralis6 ce risultat de facon & ealculer les mitres 
constantes caraetikistiques de proebe en proctie. 


(*) ^°* r Cahvallo, Ann. Fac, faiences Toulouse, t. IH, iHyo, 
in Math. Annalcn. t. 6 n. mrm. n. 
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34. — Nous avons vu quo cliaque conslante caracteristique d’un 
no van (jiicloonqiie est un polo de la lonction reciproque. Ce pole 
penl elro simple ou multiple ( 1 ). Dans le cas on le noyau est syrne- 
tr'upie , ce pole esl l ou jours simple . 

Kn clTel, servons-nous dcs no la lions du n° 21, p. (> 7 . La memo 
melhodc qui nous a fourni l’equation (55) nous donnera aussi, 
si r ] > 1 

X h ph 

K(k,t) j l\.(s^)o r (z, t)dz 


Mulliplions (55) el cello idenlile par {$,t) ct <p r (s, t) rcs- 
pcclivcmcnl, inlegrons par rapport a s de u k b et relranchons; on 
aura : 


(1)0 



K(s, x)<p, t (T, /)9 r «i(s, l)th ds 


K(s,x )<?,._1 (x, /)<?,.(», l)(hds 



o„ (s.l) 



)?,'M) 


(h 


ds. 


Quand on permute les leltres s et r dans la second© int%rale 
double, on n'alt 6 rc pas la valour de cette ink%rale et d autre part, 
ello prand la forma qu’aurait la premiere inlegrale double si on y 
remplagail K (,s\ t) par Iv (r, s). Par suite de la sy me trie du noyau, 
oes deux inldgrales boh l Agates ; si on a sain de simplifier le cro¬ 
chet du dernier ter me im moycn de (55), l'egalitd ( 91 ) devient 
done 

*h 

'D,, (.S', t) 1 ds r~~z O. 


(*) lVouons, avoc Karri, K(j, tj rtf, txs + p/, a at p dtant des oonsLantes. E11 
portant dans km expressions (/jo), (^1) do I)^X^ ot do D(X), on vcitque les 

determinants qui y figtiront sont nuls clfts qu’ils ont plus do doux colonnos. Do 
sorte quo K(s, t, A) so reduit h uno fraction ratiotmollo on X dont los tormes 
sont do (Ingres rospnrtifa 1 ot *i. Si l’on prend par oxomplo « = o, 6 == 1 , on 
voit faci lemon t quo Ke«, X) a, en gtiuAral, doux p&lcs distincts qui so r<$- 
duisont & un pOlc double on X pour p =• — 
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De sorte que, ayant suppose r > i, on obtient cp r (s, 
contrairemenl a 1’hypothese. 

Remarquons qu’il ne faudrait nullement concluve de ce < 
c&de que le denominateur D(X) de 


K («, 


/, X) 


__ 1 )(s,U) 
“ D(X) 


n*a que dcs racines simples. An contraire l’ordre de multi 
d’une racine X' de D (X) est d’apres la formule (7/i b5s ), p 
moins egal au nombre q des fonctions fondamenlales. 
M. Hilbert a demontre l’<5galit6 de ces deux, nombres : p 
Ce fait fournit une nouvelle analogic avec les propri6tes cl 
do Tequation en s k racines multiples. 


35- Developpements en series de fonctions fondam 
Normalisation des fonctions fondamentales. A chaqi 
tante caract^ristique )/ correspond un nombre fini (p. 70) 
tions lincairement ind6pendantes de liquation integrate In 
(62). Nous appellerons ici ces solutions : fonctions fondai 
Si on remplace celles-ci par un syst&me normalise h 
(p. 9), l'ensemble des fonctions obtenu en operant ainsi su 
ment sur tonics les constantes caracteristiques form era 1 
un systeme normalise, puisque deux fonctions fondamenl 
respondant k deux constantes caracldrisliques differenles 
orthogonales (p. 82). 

Si on range maintenant les constantes caracteristiquc 
1'ordre de grandeur de leurs valeurs absolues, chacune 6tar 
autant de fois qu'elle a de fonctions fondamentales, on 
oblicndra une suite 6num6rable de constantes caracli 
rielles 

(92) X p ^ 3 , ... 

suite a laquelle correspond un systbne principal , c’est- 
ensemble normalise r 4 el 

(S) <p t (s), 9 a (s), 93(3). ... 


(1) Voir par example, Goarsak. Ann. Toulouse 2 (10), p. 49. 
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de fonctions fondnnientulcs, c csl-a-dirc Lelies que I’on ait 

(g 3 ) 00 ' l “J a k 0 ?« (0 dt. 

D’apres ce (ju i precede, toutc lonction fond a men laic <!)(,?) corrcs- 
pondant au noyau K (.s*,/) est une combinaison linduirc d’un 
nombre fini do fonctions dc la suite (S), a savoir dc colics qui 
correspondent a la memo constanlc caracteristiqne quo <I>(,*). 

Mais dautres fonctions que les solutions fondamenlales soul 
aussi exprim a foies lindairement on fond ion des y n (s) — no corrcs- 
pondant pas, foien entondu, a la memo valour dc 1 —. Nous nous 
proposons main tenant d’dtudior ce mode de representation dont 
nous savons deja. (page 1i) determiner les coefficients. 


36. D^veloppement du noyau. — Consider^ cotnmo fonc- 
tion de s, le noyau K (.s\ /) pcut-il otre considere conirnc une com¬ 
binaison Iin6alre des y n (s) 

(94) 1*L(S\ l) ■ «,<?,(*) ... J c a O n (; S) -h ... ? 

D apr6s la mdthocle de la page 11, on veil qifon aurait 

c h 

c n == I K(#, t) 

*/n 

ou en tenant compto do la syriuHrio do K. (s, t) ot dc la formulc dc 
definition (9 3) des functions <p H 


?»(0 

Ainsi, on an rait 

( 9 5 ) R(s, 0 =. *'W* W + -f-... 

R^ciproquerrxent si la suite 

?.(*). ?*(*). 

<Usigne un sy&l^„, c principal dc solutions fondamenlales correspon- 
dant aux constczjitcs camctdrisUaues X,, ... dunovau symUrique 




i- liyiAtiu^ v u r u jg*uuui„m 


K (« 9 , /), et si la s 6 rie 


?iOOTl(Q . 


?*»(*) ?n(Q 

L, 


&s*Z limiide on uniformtmenl convergenle 9 sa somme est igale au 
noyau K($, l). 

Soit 11(5, /), la somme de la serie, et posons 

Q(s,Z) = K{M) — H(s. z). 

La fonction Q{$, Z) est symetrique ; si elle on’etait pas identi- 
quement nulle, en la consid^rant comrae noyau d’une equation, 
on pourrait trouver (page 78), une constante c et une fonction 
continue d>(Z) non idenliquement nulle telle que Ton ait 

4 »(Z) = c C Q (Z, *c) ^ (t) dx. 


/■»& 

a </ a 


^6 r 


f ■H L )'?n(t)dt=c f f K(<,x)<p„(<)d/ j 4<(x)dx 
J rt Ja ^/a J| 

- c 2 f f <?*(0<p»(0^ 4'( T ) 

p = i Ly* J 

Si Ton tient compte de la formule dc definition des <p n et de co 
que tout systfeme principal est norme, on voit que les deux 
termes clu second membre sont egaux, comme se r&liiisant k 


Doi enfin 


Or, on a 




<\>(l)9n{t)d( = o. 


b b n — 00 . 

(l)=cj Q(l,x)^(x)dx = cJ^ K(t,x)<\l(x)dx —« 2 ^T^J a < P»( T H( T ) rfl 


done d’apres (97) 


Ko=c jr 
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Dos loi’s 'I'(Z) serait une solution ton da men talc relative au noyau 
K(/, r) ct sera it par suites une oombinaison lineairc d’un nomine* 
tini des 

f K0 ” a j?"i(0 ■+■s ® n -2 (0 ~+~ ••• h- a 7?'*<,(0* 

Kn multi pliant par ct integrant, on aurait done d’apres ( 97)1 

O — / ty(t)Vn p (l)<H=*n lt (/>=I, a, ... f/) 

A , a 

d’ou : 

'r> (/) 0 

eo. <[ui est impossible. 

37. — II res u I to on partieulior do ce (pii j) recode quo le noyau 
pourrn toujours clre mis sons la forme ( 90 ) lors(/ue le nomhre dev 
nmstanles ntraelerisfii/ues (el. par suite aussi lo nombre, on general 
supeneur, des sernjini. Nous avons dep\ vu la rer.iproquc do 
eelte proposition (j). k f \), I)e sorto quo In cornlilion necessaire el 
sufjisante pour qtiun noyau symtdrique k (,s\ /) puisne efre ecrit 
sous In forme 

k(*\0 S|(s)S,(/) l- ... I S„(s) S„(/) 

ou n esf un en tier Jin t\ est quo le nomhre des constitutes earuclth'ts- 
tiques soit Jini. 11 est d'nillcurs bien evident (jue Jes noyaux do 
eel to forme son! except ionnels. Nous completons ainsi le theor^me 
du n ,> 32; non soulement im noyau s\metrique possedo au tnoins 
une eonslanle caraclerislique, mais on general il en possede 1111 c 
infinite. 


38. D6valoppement das noyaux r6it6r4s. — Soit <l>(,s*)une 
solution Ibndamenlnle relative a la constanle carac tori s lit juc )/» 
on a 

<1* (tf : /' l K (Jtf, t) <1* (i)ilt 

d'ou 








ou d’apr&s (i i) 


et cn general 

( 98 ) 


*(«) = V 


2 £ Ka(s> 


t)<i>(t)dl 


<I> ( s ) = Vrj' K p (s, t) <t> 


( t)dl . 


Ainsi loute fonction fondamentale d'nn noyau est fonction fonda- 
mentale de chacun des noyaux rditdrds correspondanls. II r^sulte de 
plus du theor&me precedent sur le d6vcloppement deK(.s\ /) et dc 
la fonmilc (98) que si la sdrie 


(99) 


SjlM'PiW , (0 

"Xf . Af "" 


®n 


M <?n (0 

.- 


est uniformdment convergent, elle repr6senteK 2> (5, /). Jedis qu’il 
y a convergence absoluo et uniforme an moins pour p > 3 (0- 
En effet, la question ne se pose que si le nombre des conslantes 
caracteristiques distinctes est infini; je remarque qu’alors leurs 
valeurs absolues croissent au deli de toute limite (car ce sont les 
zbros d’une fonction entifere D(A)). On pourra done trouver im 
nombre q tel que pour n > q, on ait ]X n | > 1. Alors pour n> q 
et p > 3 


{100) 


k = n-\-m 

2 I ?*(*.) _T *(0 


= n-j"W 


A = a 


X! 


< 2 

7 i J 

/i = u 


®k(s)?A(0 




/•ni 


<?* ( s ) .dt ?*(0 


7i=n 




d’apres I’indgaliti gdn4rale | ab | < -—j—et l’hypothcse quo la 

suite des [X,,| ne va jamais en d^croissant (p. 88). Or d’aprfcs l’ind- 
galit<$ de Bessel (ri), p. 12, on a 



~ 2 r h 

<J [K (s, i)]*dt ; 


(1) Geci est encore 'vrai pour p = 2, mais la demonstration est diffdrcnle. 
Voir par exemple Kowalewski, Einfiihmng in die Ddterminanten Theorie , 
Teubner, 1900, p. 533 . 
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on transformant 1 c premier inombrc d'apres (q 3 ), on a 



cc ({iii dorme pour ( 100 ) 


A,;,: 




A /l 


I A " Jtt 


9 ^ 


lorscjue p ; *• 3 , //.>• 7* Quaml // croft indefinimcnt, Ic second 
membra (end vers zero avec ^ . I)'apres Ic theorem© de Cauchy 

sur la convergence des series (*), cola sullil pour demontrer ce quc 
nous avions on vue. Ainsi, pour p >* 3 (voir la note precedcntc), 
on a loujours 


(lO'i) K;,(#, /) 


?iW?i(0 , ?aW?a(rt 
>.? . h Xj 


?»(0 (0 

' ~ x;; 


ou Ic second incmbrc rsl nrccssairemenl unc sth'ie absolument et 
uni/bnntdncnl coiweryenlc. 


39. * A eetle occasion, on pent rcmarcpier quc hi sdrie 


(h> 3 ) 


M' 




<\v/ absohuneni concertjentc pour Ionic ralcur de p >■ 2. 11 sullil 
e\ idemmenl de le prouver pour p •>,* Or d’apres (101) on a 


h m t f t 

V ?*<«) .. . | |K(s, 0 -<ll 

*mmd /-/, / tl 


^1 Si unts serin ▼ iiu #, if 


<‘«t telle (pie, a tout nombro t 


o, on pout 


h 


h 


(at re rorrospomlro mi ontior n pour lequol 


.rr.n | m 

V I B|, 1 s, / 


£ quol quo suit 


h n 

in, lu none osl absolument comergenle et id 1’in ('gable a lieu quaml s, t variont 
<laus mi domaino 1), pour uue \ a lour do /t indopoudanto do s a t do /, la con- 
sorgenco est uniforino. 




esl quc I’on ait quel quc soil h 


c h 

of») I <f k (a)l(s)ch ~ o. 

« ' <1 

Kn elTcl, supposons vraie (io/i), on a tVapres (<)3) 

I h ?h (s) l (*) d« = X A f * ( * K (s, 0 <p /4 (0 d/1 i (*) ds 

Ja Ja Ja I 


= h j <p/i(0^ I K (s, /)/(s)dsJ dl ~ o 
([licl ((UO Hoil ll. 

Inversemo.nl, parlous ties relalions (io5). La s<5ric(ioa) elant 
uniformemenl eomergenle pour p == /\, et 6galc ft K*, ($, /), on pent 
KinlAgrer lorme. a lenno aprfts avoir multiple par ); on ob- 

(ienl ainsi 

/»/, h X) »/, Wi 

| I k K {sd]l{n)I(,l)dxdt V ' 9,,(!t)l(g)ds f ■i:,(l)f(t)dl.- o. 

, Wt ,/ U J { . ( Vl t 'il « /« 

Kn rernpla<;ant Kj par son expression, cFapres (r i), on a 


'*/» / */i r / •/* 


K a (s, t) k a (t, t)dz !(s) l(l)dull 


/it , Of I <'<t 


j I L a (*V t X)/(4f)flK 

/a t At 





ri*r (+ 1 

I I K Ji (.s\x)/(«) ds clx. 

Pour (jue I'integralo tie ee earn? soil nulle, il laut quo la quan¬ 
tile eleven an carrA soil null©, cm encore en la multipliane par 
/(t) el integrant : 

f 1 f K a (s,x)/(^)/(T) (kth ^ o. 

Ja Ja 

Kn recommenc;ant 1c mflmo raisonnomenl sur K a et K, comme 
nous venous cle le fairc sur Iv 4 et k a , on obtient bien enOn (io/i). 
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Maintcnant, nous nous proposons de developper en seric do 
fonctions fondamentales, non pas une fonclion absolmnent arbi¬ 
trage, mais toutc fonclion g ($) qu’on peut represen ter par la 
formule 

(106) g( s )=f K (s,l)p(t)dt 

ou p (t) est une fonclion continue quelconque convcnablcment 
choisie. 

Si Ton admet pour un inslant la possibilile du divcloppemcnt 
de g(s), on voit immediatement (page 11) qu’il serait de la forme 


Or cette expression peut sc rem placer terme a terme par 

if f (^i) 

=2 £ K ( s ’''M)drX £ p^) £ rf/Jrfc, 

=2 f K x ) 0)^ X f p{r l )<fh{^ l )dr l 

J a tja 

et sous cette forme lc lemme de la page 12 nous apprend qu'clle 
reprisente une serie uniformiment convergente. 

Nous allons done con si direr a priori la fonclion 

h==cX) pb 

1 ( s ) = 9 (s) — 2 ?A (*) 9 W ?h (t) dt 

h= 1 Ja 

et montrer qu’elle est identiquement nulle. 

On a quel quo soil n 

^ f ?»(») 1 (*) ds 

1 r b ri> r<> 

[ = Ja ^0) («)^« — 2l Vn(s)?h(f)dsXj g(t)* h (l)dt~ O 
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puisquc le sjsleme. des est norme. Done d'apr&s le lemme 

(lOcS) o = f K (,s\ x) l (x) di. 

, /« 

D’autre part 

r i/u>i-'k— / * i(s)<i(s)<is — v r i(*)<p A (s)cfe X 

«/<* «•'<* ; t . ,/« */a 

Lo deuxieme terme du second membre est mil d’apres (107), le 
premier esl egal <Tapirs (mb) h. 


* r nb 


Iv (*, /) / (s) </# />(/) o 


d’apirs (1 oS). Done/(,v) est bien idcnliqucmcnt mil. Via si tonic 
function <j(s\ dc in forme 

( 10 b) u(h) I 1 \(s, l)p(t'dt 

% « 

pent el re representor par une sOric ubsolnmcnt et uniformOment 
conver(jente de functions pmdamenlales dc la forme 

{><>!)) !li s ) \ T I '/(0?'-( / ) ,,/ l'?'‘( x ) 


<) ( s) j 


Kn rempliu;aut // (s) par son expression (1 o(>)» en mullipliant 
par une Ibncdon nmlinue arbitrairc </uv* et integrant, on obtient 
une Ibnnule remarqnable que M. Hilbert a obtenue par 1 6 tude des 
(ormes quadratiques in limes 

w, f*h ( 'b nb 

n) ( I K(.l, l)u I ;ij(s)dsdt --- V ‘ p[l)« k (l]<U X I 7(s)?a(s)Js. 

n 'v- Ja 
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41. — Appelons avec M. Hilbert, noyau fermd , mi noyau 
k (s, /) lei qu’il n’existc aucunc fonction l(s) v6rifiant l’id entile : 

'b 

Iv(s, t) l (t) dt = o. 


c 


Pour simplifier les rdsullats, nous n’imposcrons pas h la lone- 
lion l (.s) la condition d'etre continue mais seulemcnt d’etre do 
carr6 int6grable. 

D’apr&s lc lemme du n° 40, on voit que si un noyau symetri- 
que n’est pas ferm6, il existe au moins uue lonclion/(,s) qui est 
orlhogonalc & toutesles fonctions fondamenlales et rbciproquemcnl. 
C’cst ce qu’on cx])rime on disant que le sysl&me orthogonal des 
fonctions londamentalcs n’esl pas complet. Autrcment dit, un 
noyau symiUrique fermt est nn noyau donl le systbme principal 
des fonctions fondamenlales forme nn systtnne orthogonal complet. 

II en rdsultc en parliculier qu’un noyau, fennel possbde loujours 
line infinite de constanies caractch'istiqnes distillates. Sans quoi il 
n’aurait qu’un nombre fini de fonctions fondamenlales qui devrait 
former un systkme complet. Or on pent toujours evidcmmcnl for- 
mer une fonction qui soil orlhogonalc k un nombre fini de fonc¬ 
tions donnics. 

En outre, un noyau forme est tel qu’on peut, autant que 1’on 
veut, approchcrde loule fonction g (s) de carre integrable an inoyein 
d’une combinaison liniaire convenable d’un nombre fini do fonc¬ 
tions fondamenlales ( l ). L’approximation doit etre entendue ici an 
sens de la th<5orie des erreurs. C’est-<Vdiro qu’6lant donnas la fonc¬ 
tion. g (s) ct le nombre positif e, on peut choisir des nombres 
c,, c. 2f ... c n , lels que Von ail : 


r 


iff W — '’i'P 1 ( s ) — ,c 4 <p s (*) • • • — C„«p» (s)] 2 ds < s. 


42. B4velappement da la solution, da* l iquation da Fred¬ 
holm dt noyau s^m&triqne. — Soil V<kjjialion 


(i bis ) 


9 « 


=/(*)-1-^ r 

c/a* 


iv($, t) <?(t)dt 


(*) E. Fiscimti, Comptes Renclns, t. i44, p. u48. 
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e fonction synnHriquc. S il y a une. solution con- 

ou Iv ($, t) est 

tinoB, on peu t 1 ^ crire 

?(«) = /( s ) 0 00 


en posant 


f' h 

(f ($) = X i K'(s, 0 '«? (/-) 


D’anresle pa^S^P 110 ^^'* 101 "' 0,1 P cul ^vcloppcr //(*> sous 
la forme cTuiic soric mnlbnnement convorgente de lonctions fon 

damentales 


hzrs/j 


g (*)■-■■ C *?*W 

/i-:l 

AsssOC 

cp (\s) = /(«) -h ^ Wp/iOO* 


/tsssi 


11 ne reste plus qua determiner Ics r*. Pour cola suhstitoon 
illiterate (i w *), regression trouvdo 




■1 


dans I*equation 

/(*) -t- ^ 

/r •< 

^ /».v.::aO p ~ 

= /(,)+. A K(8 ' <)? * Wtlt I’ 

ou, d’aprfe (q3) 

( 112 ) S C/ ‘l‘ > X J 

7i= 1 

Or, d’apres le paragraph© precedent, on a encore 

f Ks (*. t)f{t)dt « ^ L* 7 X, “ J^< s )* 

0/ a kts 21 

De sorte quo l/<§galU6 (ir>.) dnvient : 

(.. 3 ) 
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Les fonctions y k formant nn syst&me norme, nous avons vu 
(p. 9) qu’elles 6talent independantes, c'est-a-dire que l’accolade 
pr6c6dente esl nullc. 

t° Si done a n'est pas line constantc caracterislique, on a 





dt 

\ h — A 


De sortc que, s’il y a une solution continue de liquation 
int6grale(i l)i!t ), elle s’obtient sous la forme 

h—co 

(u 4 ) a($)=f(s)—\ 

h= 1 


a k 


f( l ) *hQ)dt ? h (s) 


! o /4 (s 


etle calcul precedent lui-m&me nous montre qu’une telle expres¬ 
sion v6rifi.C bien F equation. Dos lors, si X n’est pas une constantc 
caracterislique, VEquation integrate (i bif *) a noyau syntelrique a une 
solution continue unique el domtee par la for mute (11 4 )- On volt 
de plus que si, pour une valeur d<$termin6e de X, la s6ric 

V <P'*(0 

X/ t — x 

r 


cst uniformement convergcnlc cn /, on pourra ecrire la solulioix 
corrcspondanle sous la forme dcjii obtenue 


i l n) 


o( s )=/( S )-i-x fV 1 , x)/(<y<. 


mais ici avec 


K(s. t,\) = 2 


l h -A 


L'expression (11 4 ) de tp(s) prisente sur celle de Fredholm 
Favantage de mettre en 6vidence le caractere m^romorphe de la 
solution par rapport h en pr<5cisant la partie principale relative 
& chaque p 61 e X. 

2 0 Si ^ est 6gal k une constantc caract6ristique X', elle corres— 
pondra a un nombre fini de fonctions fondamentales 

{ s ) » ••• ( s ) * 



et on aura 
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X .-— 


Alois, on volt quo ridcnliuS (u 3 ) n’aura'pas lien on g 6 n< 5 ral, 
car les coefficients clc rp n +if %.\ H sc rcduiscat a dcs quanlit< 5 s 
independantes de c h 


-j>>, 


(D h (i)dl (ll ----- fl -+- 1 , ... H - | - q) 


en general dilT6 rentes do z< 5 ro. 

II nc peut done y avoir do solutions continues quo si cos q quan¬ 
tity sont nulles (voir p. j 5 ) et alors on peut prendre 

l * * • • £>1 \ q 

arbitrairemcnl, les a 11 ties c h 6tant determines comnic prce<klem- 
ment, de sorte qu’on aura pour solution 


■ 1 ' c,< 1 

1 i (*»*) “+“ ■ 

... -h c n 

/i = n 

Il = 00 \ 

v . 

V - 

h V 

Asa I 

/i^n + 74.1 / 

) (V 


Ain si lorsque X est 6gal h uno constante caraetd-isliquc X', il n’y 
a pas, en general, de solution continue de liquation integral© (x l ‘ iw ). 
II no peut y en avoir quasi (X cUant egal a X nM , a, i(2 , X, lf ), 
les q conditions 

it 

/(/) *h(L)dt - <> (h ■ n -f« 1, .... a | q) 

sont satisfaites. Nous retrouvons id les rdsultats do la page 77. 
Mais de plus, nous voyons quo dans le eas synuHrique, sil y a une 
solution continue de {i hh ), elk est donnde par la formula (116) oil 
les c sont q pararnblres arbitral res. 



43. Noyau dissym^trlque. — M. Schmidt a (Hendu au cas dissy- 
m6trique la notion de fonctions fonda men tales. Etant donn6 le noyau 
dissym6triquc K (s. /), il appclle couple de fonctions fondamentales conju- 
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gaees un couple de deux fonctions cp(s), (s) non ideniu 
nulles et satisfaisant aux deux equations 

(n?) ^( s ) = lJ a b K(s,t)ty{t)dt 

(i 18 ) 4 »(«) = ^ 

On voit qu’en 61iminant puis cp cntre les deux equatioi 
( 118 ), on aura : 

?w= x *.r k(«,o«p(o^ 

en posant 

K(«,0 = .r K(*,-x).K(£.x)dx 

K(«,t) = C K(T.«)K(t./)iIr. 

Done cp et ^ sont les solutions de deux equations int 6 gral( 
gfenes dont les noyaux K et K sont 6 vi detriment cliacun sym£l 
en resulte que les equations (t 17 ), ( 118 ) nc pen vent el re v 6 ri 

pour certaincs valeurs de X (X 1? X 2 .X n , ...) idles quo X a 

conslanle caracteristique de K et de K. Cos valours de X q 
pourrons appcler cons I antes fonda men tales du noyau K sont 
ral dislinctcs dos constantcs caracleristiques; et les fonction 
mentales no sont pas cn general dcs solutions de liquation do V 
homogene (i lor ), p. 65. 

D’apres cc qui precede, X 2 est r<$el. M. Sclunidt demontre m 
X 2 est positif de sorte que X est aussi r<5cl. 11 prouve ensuit 
fonction de la forme 

g (s) = K ($, i) h it) dt 

se dcveloppe en s4rie uniformement et absolument convcr 
fonctions <?(s) comme au n° 40. Et de m 6 me une fonction de 

/ V /*/> 

'9i'(*)'='j a K(/,/s) /*i ( 0 ! ^ 

se d 6 veloppe en serie de fonclions ($). 

II monlrc aussi que si la s 6 rie 

est uniformerne nt co n veegente,: elle repr&sente IK (s, t). 
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M. Schmidt csl parvenu aussi h oLablir plusicurs des resullats quo 
fournil la mclhode de Fredholm dans le cas dissymotrique cn ramc 7 
nanl ce cas au cas symetrique. 

II montre que les solutions 9 (s) do Fcquatiou diss^mdtiiquc 

9( S ) = y /‘ 6 K(«.o»(o<rt 

soul aussi des solutions de l’equalion 

? Vj* Q(*./,>.')?(/)<& 

el reeiproquement, on designant |)ar Q (a, /, X), la fond ion synielrufue : 
g («, /,)-) — K (#, t) -h K (/, s) — X /* K (t, «) K (T, t ) t/t. 

Mais, il Taut reinarquer la difficulle introduite par le Tail quo le 
noyau symetrique X( v )(s, t, X) con Lien L le paramcitre X autre men L qu’en 
facteur. 

44. — On pent, aussi appliquer direclemenl an cas dissymelrique la 
tnelhodedes fondions orthogonales. Flic perm el. de retro uver le resul- 
tal. fondamenlnl de F red holm : I’equalion inlograle f i hi *) a une solu¬ 
tion eon l in lie unique, sauf pour des valours exeeptionnelles de X ; ct 
e’est seulemenl pour ces valours exceptionnelles de X quo la mema 
dqualion (i l,i,, ) f privee de second membre, admet une solution continue 
non identiquement nulle. 

I/intend de ret to methode cons isle on ce qu’elle s’applique aussi 
facilomont en rcmpltt(;ant par tout la condition de continuity pour les 
fondions cons id drees par la condition inlinimenl plus generale que 
lours cam's soient sommahles (intdgrabies au sens de M. Lebesgue ( l )). 
II faudra, par ('outre, considdrer connuc idenliques deux fondions 
J\ (a*), idles (pie 

*/» 

( 

(dgalile qui, on fail, n’empdchc pas deux fondions discontinues / A , 
d’dtre di Heron les en une infinity de points). 

On voit alors directemcnt sur liquation (i bU ) ct au moycn de I’ine- 
galile de Schwarz ( 8 ), p. 8 qu’en tout point s Q ou f(s) cl K (s, l) sont a 
la fois eonlinus, la solution 9 ( 5 ) cst aussi continue (*). 


11 , fjKUK8(in;, Lemons stir VinltUjralloa. Paris, it)o5. 
( ** i F. Hiksz, Comptes-ltendus clu H avril 1907. 
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45. Noyau de la forme K (s, t)p(l). — M. Erhard Schmidt a 
montre que le cas du noyau K (s, /) p (t), ov'i K (s, /) cst symbtrique 
et pU) cst unc lonction qui cst toujours positive on nulle, se re~ 
duit au cas synuitrique. Consid6rons l’6quation 

?(«) ~ l f K (*> 0 j>(‘) ?(i)dt /(,). 

Mulliplions les deux lucmhrcs dc ccttc Equation par la function 

//>(*) est r6ellc cl unifovmc. On a 

?(») //>» ~ 1 f h(s. t) //)» Jp(t) . <p(l) //Til) f u -/(«) /p(.v). 

Si nous prenons pour lonction inconnuo la fonclion <j>(s) //>(*). 
ccttc Equation dcvienl unc Equation dc noyau symdlriquo 
K (s, t) \/p{s) 

Cette gfoidralisalion a unc cerlainc importance dans les applica¬ 
tions, commc nous lo verrons plus tard. 




CIIAP1TRE Jit 


RfiSOLUTION DES PHOBLfiMES 
POSfiS AU PREMIER GHAPITRE 


l. - INTRODUCTION 


1. — Nous cominengons par im resume des resultats clu second 
Ghapitro dont nous nous servirons a pres les avoir trails formes- 
conformement au n° 3, p. 

Les equations associ6cs dc Fredholm 


<? (M) ~ xj 9 (P) K (M, P) da, =/( M). 


+(M)-X +(P) K (1*. M)c/<t p = </(M), 


on Pinlegrale skUcnd i\ unc surface S fcrmdo dont ch v cst Ferment 
d’aire au point I\ ct ou M est tin point fixe de la surface, ont clrn- 
eunc une solution unique en ytntraL (Dans ces equations, Tint6- 
gration pout dgalement attend re un doniaine D limits par uno 
surface S, da* 6tant un dkknenfc de volume). 

Si nous faisons /(M) = o, la solution correspondanle <p(M) sera 
nulle identiquement cnyin&ral. 

H y a eependant un nombre iini ou infini de constitutes came - 
Urisliques 

(^) •••» ••• 

(qu’on pent ranger par ordre de modules non d6croissants), telles 
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.que pour >. h, ).a, ... Ira (sqnationa lioino^nrs 

(a') e(M) —X ( 9(P) K (M, ■ o 

,/h 

.( 3 ') — X j i|;(l') K. (P, M)<fai. o 

•ont.cliacuno unc solution, 011 mi iiifimo nomliro lini ile solutions 
Iin6aircinent ind6pcndantes dilT6rentcs do zero (n" 21, p. (>(>). 

Nous supposerons ([no clans la suite (i) chacjuoconslante earao- 
«terislique osl r6petee autant do (bis qu’il Ini correspond do solutions 
indepcndanlos, A la suile ( 1 ) correspondremt done* dou\ suites do 
solutions associeos do (a)\ ( 3 )' 

? 1 , ?- 2 , ®a. 

<W» +sn +.1* » ••• 

On pent multiplier chacuno de cos functions par uno const* ntc 
^irbitraire sans qu’elks coswml cl’cUre dos solutions do (n)\ (3 '. 

Si les constantcs carnct&ristiquca sont ton tea dillb rentes, cos 
fonclions soul biorlhogonubs (u° 2 S, p. 78), c’est-iVdiro cpi’on a 

(3) I 7 »„(P) <},*/(!*)dar |t o, pour m si a/. 

« ' « 

On choLsil la constanlo arbitrairo de lagon ([lie 

( 4 ) i 'tmPi'K(l')d* v 1 . 

J* 

Dans lo cas 011 il y a plusieurs (anient q) paireHrioanltilinns inde- 
pentlantes eorrespondanl a uno constants (^rae.Nkistiquo X„» on a 
X,i ~ X,,^ = ... at los Equations (3) tumt phis 

lieu nicessairemonl. Mais cm pent skmutger do sorte quo lea 
Equations prdoidontes soient tmijours valablos. 11 miflit d'efibetuer 
sur les q paircs do solutions qui correspondent k 1 H uno transfor¬ 
mation linckirc doitl les ooefticients so rfitermineronl par uno mi 1 
lliode analogue h cello du n° 8, p. q. 

Les solutions des Equations non homogtmes (1), (n) pour les >«- 
lours ordinaircs de X sont dcUcrminfos par uno fonclion k (M, IL X 
amidUo rfaalvanle du novati K ill PV Otte fond inn A«t m/irn- 
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niarpUe on X el a pour poles les constantes caracleristiques (n° 10 , 
p. 5 \). Lorsquc X n’c&t pas unc • constant© caract6ristique, -les 
Equations (i), (2) onl clmcunc unc seulc solution (n° * 11 , p. fry), 
flounce, par les fonnules 

9 ^ 1 ) =/(»*)■ | K(M,P,^)f(P)da l , 

Jh 

Quand nous sommes dans le ras siii()alien, les equations (1) et 
{2) n’onl pas tic solutions cn general. Pour quo liquation (i), par 
example, ail une. solution, il fan l cl il sullit qu’on ait (n° 26 , p. 7/1) 

(A) 

pour chacuuo des solutions indtSpentlanlos dc ( 3 ') qui correspon¬ 
dent a la m&ino valcur dc X. Dans cc eas, la solution nc sera pas 
unique : ellc renlermera </ conslantes arhilruires (n° 26 , p. 7/1). 

Reciproquemenl, si 1 ’('([nation lmmogene a une solution nous 
sonuncs dans 1c cas singulier. 

2. — Dans 1c cus s\melriquc oil K (M, P) =■= K (P, Mj, les deux 
Equations associt'cs coincident. Leurs solutions tp Hf coincident 
doneaussi. Elies ne fornuml plus qu’uue suite dc functions fon- 
tlamenfales qui soul orlhogonales (n° 30 , ]). 82) 

f ?rn(P)?„/( l V*p O. pour m ;zf m'. 

La solution dc (1) a’oxprime sous la forme 

((>) 7(M) —/(M) 4 - Ai9i(M) 4 - (M) 4 - ... 

ofi 

(7) V,- = j > X X J/(P)7-(1')J.,. 

lorsque. X n’est pas uno conslanlo enraotdristique (n* 42 , p. #8). 
Dans le cas singulier, il n’v a pas cn g<$n6ral do solution. Il n y cn 
a quo si f( M) csl orthogonalo s\ tonics les (emotions Tondamcnlalcs 
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qui correspondent a la valeur de X. L’expression de la solution de~ 
vient un peu plus compliquee (n° 42, p. 98). 

Si la s6rie (6) est infinie, elle est uniform6ment ct absolument 
convergente. Une fonction quelconque g (M) qui a la forme 

(8) 0(M)=j\(M,P)p(P)d v 

011 p (M) est line fonction quelconque, se developpe suivant une 
serie absolument et uniformement convergente, 

(9) 9 (M) = A 1 <? l (M) 4- A 2?2 (M) 4- ... 
oil 

(10) A„=j%„(P) 3 av v 

Quand le noyau K (M, P) est fermi (n° 41, p. 98), la fonction 
p( P) est unique pour chaque fonction g de carr6 int^grable. 

Le nombre des constantes caract^ristiques est, dans ce cas, in- 
fini etle systkmedes fonctions fondamentales est camplet (m6me n°). 


II. — LA. SOLUTION DES PROBLftMES DE POTENTIEL 


3 . — Nous avons vu (n° 9 , p. 25 ) que les probliimes de Dirichlet 
el de Neumann se ramfenent respeclivement aux deux Equations 

(11) 2 (M) h- xj) p(I?) dS =/, (M), 

(12) 2 it? (M) + X f P (P) c °^ dS = /, (M), 


oil nous avons 

pour X = 4- 1 cas int6rieur Dirichlet, exterieur Neumann, 
» X = — 1 » extericur » , intericur )> 


Ce sont deux Equations de Fredholm associees dont les noyaux 
sont respectivement 


K(M, P) 


cos o 
2 n r 2 ’ 


K(P,M) = — 


cos ^ 
2Tcr 2 
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Lc noyau K n’est pas conlinu partoul. Mais s’il dcvient infmi 
quancl M cl P coincident, c’esl clans les conditions examinees an 
n° 16, p. G 3 el aussi note A, p. i/| i. Pour ne pas introduire de 
complications, dans les d6monstrations, nous supposcrons, d’ail- 
leurs quo la surface S cst analylique et qu’elle a en chaque point 
un plan tangent unique. En outre, nous supposcrons que S est 
fermde et d’un soul tenant. 

La solution tin prnblbme physique s’obtient en prenant le po- 
tcntiel V d’unc couchc [double pour (i i), simple pour (i s)| elendue 
sur S et dont la densite p est solution de (i i) ou (12). 


4 . — 11 nous sera utile pour la suite d’dcrire les fonmiles de 
(ireen ( 1 ) pour lc domainc 1 ) inUkieur a S et lo domaine D' exttk 
ricur a S. 


(,3) f.fl [(«)’ + (£)' + (S)']*** 
<,s > fffl£)‘ + ®’ '-(«)>** 


Quand on prend pour V nne function harmonique (en par lieu- 
lier, un potentiel do simple ou double couchc), AV cst mil dans l) 
et dans I)' tie sorle qu’il ne reslo plus dans chaquc second membre 

aV 

que la premiere integrale. On \oit alors que si V, ou ^ est mil m 

chaque point de S, la premiere integrate cst aussi nulleet par suite, 

aV 

V est constant h l’inUkiour de S. De m^mc si V* ou ~ est mil en 
chaque point do S, V cst constant h l’cxtikiour de S. 


5. — Montrons maintenant que 1 . — 1 cst une constantc ca- 

ract6risliquc do (11) et (12). 11 suflit d’aprbs lc n° 1 do le prouver 


(*) Voir par oxomplc : Apprll, Trail# de MJcaniquc, tomo IK, p. 7. 
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pour (n). Conformdment au n° 21, p. 67, nous montrerons dans 
ce but'que Fdquation homogene, 

( 1 5) a up (M) — p:(E). <l$ = Q 

a une solution differente de. zero. 

Or si cfa est Tangle solidc determine par le point fixe M et Fo¬ 
ment de surface c/S, nous aurons 

dS. 

I'¬ 
ll faut done satisfaire h. Fequation 

(16) a it? (M)— j p(P) da. — 0. 

• s 

Or on voit de suite qu’on a la solution non nulle 

(17) P (M) = constante. 

Puisque X = — 1 est une constante caracteristique, liquation 

(18) 2 * P (M)-J%(P)^dS==o 

aura aussi au moins une solution non'nulle p L (M). 

Interpretons ces deux solutions du point de vue physique. En 
appelant Y le potentiel correspondant a la couche de densitd p 
repandue sur S, on sait que : 

i° S’il s’agit dune double couche, le premier membre de (i 5 ) 
estsdgal a.— V,,. comme on le voit en relrancliant les Equations 
(7). (8) (p. 16). 

La proposition 1 physique correspondant'k Fexistfence de la solu*- 
tion (17) ^6(16) est la suivante : une double couche 1 (magnetique) 
fermee dont le potentiel ext&rieun est nul a. une. densite. cons tantei 
Liquation (7) du Chapitre Premier montre qua le potentiel inta- 
rieur est constant et dgal a fanp ( 1 ). 

(t) If n ? est v pas n6cessenre dans cel 1 aira^k'(tii dins alliroa ou ’irons 

rerrvoyons; a lit; noteactuellepda preeiseri pour Itepnessiorr « poben&iel 
rieur (ext^rieur) » s’il s’agit du. patauLieL en ua. point int6rieur 

festerieur) S SJ oa de fa Iirmte*derce* patOirtieHur" letford’ int^rienr (ext£rfctir) 
de S. En effet : 1 ? Si V* est . constant, les valeurs do V k l’int^rieur de S 
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2° Si an con Ira ire V est im potential de simple couche, oil voit 
on reltanchant les equations ( 5 ), (G) (p. iG) que le premier men>> 

bre de (18) est 6gal a — ^ . La solution (M) do (18) repr< 5 sente 
alors la (lonsite (rune simple couche pour lacpielle on a : 

dV 

tin, °‘ 

Le problemc physique ainsi resolu est cclui qui consisle & Iron- 
ver le potential interieur (rune couche electrique en equilibre sur 
une surface conduclrice. On ne connait ce potentiel, com me p lr 
qu\\ un facleur constant pres cpii sera determine par Tequation 


I p, (M) (IS = m 

si on sc donnela masse to tale rn de la charge. IVaillcurs ce polcn- 
Liel est constant, d'apr&s le n° 4 , ?i rinterieur de S. 

I/existcnec des solutions de cos deux: problemcs physiques el,ant 
elablio, il \ a lieu dYn connailre le nomhre. Pour le second pro- 
hliune, on voit qu’au point de vue physique il ne doit y avoir 
qu une soule solnlion independante. (lar line charge electrique m 
(constantc arhilraire s’etale dhine smile manierc sur une surface. 
On demonlre ce fait analytiquement en prouvant quo ['equation 
(18^ 11’a qu’une solution. Supposons qu’il y ait deux solutions 
lineairement indepandnnles 01 (M) et p a (M). L expression 
p'(M) r/|3,(M) p / 3 |S a (M) sera aussi une solution, et Ton pent 

choisir les conslantes a et de fa<;on que 


(Ml) 


p 1 (\ } )dH = am t $nu • o. 


Si V' est le potentiel de la simple couche de densile rj, on. voit 
comme plus hauL que le rfoultat de la substitution de fJ a 0 dans 
(iS) pent s’eerirc 


(ao 1 


dV' 

dn 1 


n’ayauU nh maximum ni minimum serorit aussi 6 gaW». k cello exmskante.; 

Si V, = o, ou pout employer la formula do Grcon (jl 4 ) ot on on conclut 
comma an n° 4 quo V oat conslanto k rexterieur do S. Gormnc V, = 0, cotto 
const&nto 8(3ra d’aiileurs nuile. Done si V. =0, V mt nuitpartout 1 ’exRkieur. 
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Alors en appliquant a. V* la formule dc Green (i 3 ), on en con- 
clut comme an n° 4 , que V' est constant, a l'intdricur de S. Lc 
potentiel dune simple couche etant par lout continu, on a done 
V' e = cons tan te. 

Or integrons sur S la formule obtenue en remplaganl p, V, par 
p r , V' dans I’iclentittS ( 5 ) de la p. 16. On obtiendra en tenant 
•compte de (19), (20) 



Appliquons maintenant la formule de Green (1/1) on Ton rem- 
place V par V\ On aura encore dans le second niembre A 2 V' — o 
et puisque Y 0 est constant, le premier terme du second membre 
deviendra 



a n f 


dS = V 



dS = o. 


On en conclut que le premier membre est mil el par suite quo 
T est aussi constant a l*ext6rieur de S. De sortc qu'on a aussi 


( 20 bis ) 


aY / 

bn e 


o 


et en ulilisant la formule ( 5 ) de la p. xG, ainsi quo (20) el > 2o 1,lh ), 
•on voit que density p* (M) est nulle idenliquement, e’est-i-dire quo 


a pi (M) 4- ppi(M) = o 


et les densities p l et p ± ne peuvent £tre inddpendantes. 

Liquation (18) n’ayant qu’une solution, liquation assoouS© (if)) 
n*en aura aussi qu’une seule k un facleur constant pris. 

Remarquons que les Equations de Fredholm expriment tout 
aussi bien ces problimes pour le cas de plusieurs surfaces dislincles 
exterieures les unes aux autres, en particular le problem© qui 
consiste k Staler sur plusieurs surfaces conduclrices en presence 
les unes des autres, des charges ind^pendantes, et on pent de¬ 
mon trer que, comme il est Evident au point de vue physique, lc 
nombre de solutions ind&pendantes correspondantes c\ X =— 1 
-est egal au nombre de surfaces. Par contre f les r6sultats qui vien- 
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ncnt d'etre olablis cn 2° subsislent sans modification si D cst 1 c 
domainc eornpris eulrc unc surface exlerieure ct uac ou plusicurs 
surfaces inlericurcs a la premiere, 1c polcntlel Y 6lant encore visi- 
blemcnl co ns la nl clans les parlies clc Fespacc int6rieures a ces sur¬ 
faces. 


6. — La valour X — -i~ i n’csl. ]>as unc conslanle caracleris- 
ticpie des equations (11), (i 2). Pour le prouver, nous inonirerons 
comma plus haul quo Fuqua lion homogene (18) correspondant k 
(u>.\ par example, ifa pas do solutions non nulles pour X = * 1- 1 . 
<’3 die valour donnerail a F equation homogene la forme 


qu’on oblienl comma plus haul cn appelant V 1c potcnliel do la 
simple roueho de cl ensile p sur S el on eombinanl les equations 
(f>), ((>) do la p. i(i. 

On on conclul comme an n“ 4 , an moyen do la lormule de 
Green (i/j), <pie V esl ronslanlc a lIdricMir de S, done nulle, 
puisque \ sVvanouil a l’inlini. Mais 1111 potential de simple eouebe 
osl ('online a trovers la surface : doin' V; — <>. Kl par consequent 
— on appliquanl celle fois la formulc de Green (1 3 ) — on a 
V r.= o parloul. Doin' 

dV d\ , „ , n , /MN 

I • , o el cl a pres (f>), p. r(> ? (M) r o. 


7 . —» Nous pouvons mainlenanl formuler les solulions de nos 
problemes. Indi(pn»ns d’abord les resullats suivanls cpii so declui- 
senl tout de suite des formulas du 11" 4 comma dans la note ! 1 ), 
p. 110. 

II no pout y avoir qu’unc sonic fonelion V harmonique a Fin- 
terieur de S, qui prenne des valours donnees sur le bord, — 
ou harmoni(|ue k Fox terieur de S, qui prenne des valeurs donnees 
sur le bord el <[ui s’evanouisse a Finlini, — ou encore harmo- 

nicpie h Fexlerieur de S, telle quo ^ prenne des valeurs donnees 
sur le herd, cl quo \ s’tfvanomssc a Finfini. 

dV 

l ne fonelion V harmonique a Finlerieur de S, telle que ^ 
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prenne des yaleurs donnees, n'est pas unique, mais elle est d&Gunie 
k une constante arbitrage additive pres. Elle n'existe que si la 


condition 
tion Y 


... C bV 
ition -— 

Js * n i 


dS = o est remplie, puisqu’on a pour 


toutc fonc- 


M M iVdx " rd ‘ + lM 


dS 


Proposons-nous de trouver une fonclion harmoniquc k I’intd- 
rieur ou 1 ’exterieur de S et verifiant Tune des qiuUre conditions : 

~r t r On dV dV 

1 V '=°* 2 ^ = °’ 3 ^ = 4 dn=°' 

relatives aux probl&mes interieur et extch'ieur respectivcment. 

Pour les conditions i ( * et 4 ° nous avons la solution 6vidente 
V = o. C’est la settle d'apr£s ce qui precede. 

Pour 2°, liquation integrate correspondante (16) donne une 
solution k savoir le potentiel d’une double couche constante. Mais 
nous venons de voir que ce potentiel s’dvanouit idenliquemertt k 
Texterieur de S. 

Pour 3 °, nous avons le potentiel d’unc couche d’elcctricitd en 
6quilibre, c’est-a-dire une constante k rinterieur de S comme nous 
l’avons observ<$. 

Considerons maintenant les quatre conditions 
i° Yi= y a 0 Y e =, 3 ° - =, 4 ° — = fonclion donn6e—/(P). 

Les Equations integrates correspondantes sont(n) pour t°, 2", 
(12) pour 3 °, 4 n ; avec X = -f- 1 pour 1°, 4 °. avec X = — 1 pour 
2 0 , 3 °, comme nous l’avons etabli au n° 9, p. 25 . PuisqucX — -+- t 
n'est pas une constante caracteristique, l’equalion dc Fredholm 
nous donne pour x” et 4°, des solutions qui sont' uniques i'n" 1, 
p. 107). 

Elle ne donne des solutions de 2 0 et 3 ° que si lu fo notion donn6e 
/(M) satisfaif k eertaines conditions de la fomie (5)., n" 1. Pour 
pouvoir les 6crirc, il faut former l' 4 quation komog&ne associee 
oorrespondante et determiner ses solutions. On a ici & prendre 
X = — 1. Or nous savons (n° 5) que pour X == — 1 , les equations 
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homogencs correspondent a (i i), (i a) n’ont qu’un senl couple de 
solutions : p — constantc efc p ~~ pi(M), den site d’une couche 
d’dlcclricitd on equilibro, qu’on pent multiplier par un facLeur 
constant dc fa con a donncr a la couche unc masse ddterminee. 
Done pour quo nous ayons unc solution de 2 0 , il lauL que 

(»3) £/a’) ?(!’)'«--o ■ 

ou p r™ <p (M) represen le la den site d’unc couche d’eleclricile en 
equilibrc de masse egale a Finnic, par example. 

Pour quo dans le cas 3 ° noire methode nous fournisse une solu- 
lion, il faul de mome que 

W) J/(L>)</S--o. 

Nous aurions pu ecrire dc suite cctte dernierc condition grace a 
la formula (p:>.) <fui pent s’ccrire sous la forme de (iauss 


l 



4tc X masse i uteri euro ~~~ o. 


(!eci nous monlre que la condition (p/i) est ndccssairo pour (pie 
le problems 3 ° ail une solution. An contrairc quand la condition 
(a3) n’est pas remplie, nous savons seulemenl cpie la methode de 
Fredholm ne donne pas de solution dans lc cas p°. Lela ne vent 
pas dire qii’uno solution noxistc pas. Tout ce que nous savons 
(‘/est quo (‘.ette solution ne pent fltre represenlec par un potentiel 
de double couche. 


8. — Los solutions precedents sont oxprimablcs sous forme de 
HcSrics d’integrales rontnio nous l'avons demontre clans le Dcuxiomc 
Chapilre [formules ('17), (b>h ( 4 i), (W)|. On a demontre qu’ellcs 
s’oxpriment aussi en series de fonctions londamentales, ainsi (pic 
les solutions des cas gendraux (X quelconque) Acs dquations (if) 
ct ( l ). Nous nous bornons a etablirles rdsullats suivants : 

Les conalantes caracldristiquos dm depletions assocides (11), 
(13) sont reelles; 


( l ) Poincviu*:, Act a Mathematical t. XX, 1 tt<j 7 ; Pi.emklj, Stekloff, voir la 
bibliographic, p. i5<j. 
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lies sont des poles simples de la resolvante ('); 
a premiere est ). = — i ; les autres ont des modules plus 
que l’unile. 

— Supposous qu’il y ait un pole complcxe \ 0 =(z i'j5. Alors 

ion homog&ne correspondante a (12) a pour cette valeur 
ne solution non nulle p. II y a un potentiel de simple couche 
pendant Y = V, -+- iV 2 qui, d'apres le n° 9, p. 26, satisfait a 
Lion 



cette equation correspond & l’equation (12), lorsque nous y 


9 i (M) = 0, l = X 0 . 

iarons les parties reelles ct imaginaires. 
is avons 


/ rfV, dv , rdVt , dVn B rdV, dV,-| 

\ - dn; = - “L dn e + dn t \ + + « 7 ^J’ 


dVjl , 0 r^V 2 , dV 2 "| 

'diii _ 

j dv. dv, B r rfV ‘^. dV ‘i dv t i 

( Un. ~ dn; = - f*|>. ’^J “ L~dn e + dn, J 

lisons maintenant les formules de Green 

aV, 


( V, -- 

f (v, ^ 
, \ an, 


V 2 dS 
2 ani 




(ViAVj—V a AV,) dxdydz= o 


-JII > V ' 1V -- 


- V 2 AY 1) dxdydz = o 


unarquant qu’ici les deux integrates triples sont nulles puis- 
Vi et V 2 sont harmoniques. 

nous multiplions les Equations (26) par V 2 et Y t respective- 
, si nous retranchons la seconde de la premiere, et si nous 


On remarquera que ces deux propri&^s ont lieu bien que le noyau ne 
is sym^trique (comparer avec les n 09 31, p. 82 et 34 , p. 87). 
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inldgrons lc resullat sur la surface S, nous aurons a cause de 
la formulc de Green Fequation 




, r ,, jv, . r„ jv 


v *:*■ + . , y ‘*«- 


H=°' 


De memo on multipliant par V t el Vo, cl on ajoutant apr&s 
avoir inli$gr6 sur S, nous avons 


Done pourvu que nous n’ayons pas ft = o, puisque 


11 fanl que 




<;v, , / v ,i\\ 




Or cliacune cl os deux intcSgrales do (»<)), est supen-ieure ou au 
meins <%ale a z<$ro, comme nous voyons en faisant AV = o dans 
la formulc de Green (i/|). II faut done que chacune s’cWanouissc. 
On raisonncrait de mfirne avee liquation ( 3 o). IVou il result, en 
se servant encore dcs inclines formules de Green, que V est cons¬ 
tant dans (out I’espaoe. El ce residlat exigerait que p == o d’apn^s 
liquation ( 3 ) (Gimp. 1 ). 

Done ft o, et il no penl y avoir une constanle caract6ristiquo 
complexo. 


10. — Supposons maintenant quo Xi soit un p 61 e do degr6 m de 
la rciLsolvanle. La valeur sera (n° 1) un pdlo de degr<$ m de la 
solution p do (i*a) (sauf pour des formes parliculiircs de /i (M); 
mais ootto fonction est arbitraire). Nous aurons done si m > i 


»(M) - 


^ a— x -x 5 


T ^ 
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ou pi (M), p 2 (M) sont independanles de X, et R (M) n’a pas un p 51 e 
pour X = Xi. 

Substituons cette expression dans l’equation (12) mise sous la 
forme 

(3i) 3 «p(M)+(X-l t ) £p (P) ^ ^S-f-Xt J a p (P) ^ dS =/, (M) 

et egalons a z6ro les coefficients de (X — Xi)" m , et (X—Xi)“" m 
Nous obtiendrons 

2 Tip! (M) -4- XtjP pi (P) ~ dS == o, 

a «p, (M ) + Pi (P) ^ JS = -jTp, (P) ^ dS. 

Gonsiderons les simples couches p t (M), p 2 (M). Les potenliels 
Vi et V2 de ccs couches satisferont aux 6quations 

<*> 

dV 2 dV, , [dV* dV{\ _ rdV, dV.1 
^ ' dn e ~dn.i 1 L dn e d/i; J L'd«« " + ” diii J 

Multiplions ( 32 ) par V-. cl ( 33 ) par Vi, relranclions les deux 
Equations et integrons le resultat, On aura d’apres (27), (28) 

Vi S rfs= °- 

Multiplions ensuite ( 3 a) par V, et integrons 


(»+*.) 


f Yi £ 


ds -+- (\ - 1) • V, p. dS = o. 


Ges deux dnrai&res Equations sont dU^inotes : il s’emeuit done 


f’ Vi SH s== °’ 


V dV 4 

VI an d!5 =-o- 


ce qui conduit 4 pi(M) = o cotame dans le dernier num^ro. 

II en r&ulte qu’on ne peut pas avoir un p 61 e dont le degre est 
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plus grand quo l’unitd. On voit facilement que cc qui precede ne 
s’appliquc pas au cas ou m— i. 


11. — Demontrons mainlenanl que les modules dcs constantes 
caracterisllques an Ires que X — — r sonl plus grands que Finnic. 
On le voit immediatcmenl cn multiplianl 1 ’equation ( 25 ) par V et 
cn l’inLcgrant sur la surface. II vient 


(34) 





V 

y 



Happclons que d’apres (i 3 ), (i4) 




nous voyons Idem d’a pres ( 34 ), que 

I \ | > i. 


12. — M, Fredholm a monlrd qu'on peutappliquer sa methodc 
au cas d’une ou dc plusieurs surfaces distinotes ('). 

I'tenons oomrne example le cas do deux surfaces Si, S a . (fig. 3 ). 
ElanL donneo unc sorie de valours sur ccsdcux surfaces, il s’agil dc 



determiner unc function harmonique h Fcxldrieur de S t el de S a , 
donl la dcrivee normale prend sur oes surfaces les valours denudes. 


p) M. Picard a (Undid cc prolddme dans son cours dc rgo('). Voir II. B. 
II ey wood, Those, he. cil. } p. . 
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On considere queles points M et P prennent toutes les positions- 
sur S 1 et S 2 . La suite des valenrs donnees sera simplement line 
fonction de M. Le problem© est exprime par F equation (12), oil r 
est la distance entre les deux points M et P qui peuvent etre soit 
tous deux a la fois sur l’une des surfaces Sj et S 2 , soit l’un sur 
S n Fautre sur S 2 . Toutefois il y a lieu de completer la theorie 
generale du « determinant » D (^) dans le cas des surfaces multi- 
connexes. 

13. Problem© de la chaleur. — Considerons maintenant le 
probleme 3 ° du n° 4, p. 17, qui consiste k trouv.er une fonction 
harmonique satisfaisant a la condition 

dV 

— -f- p(M) V = /i(M) sur la surface. 

II est exprime par F equation 

( 35 ) 2Ttp(M) - X jT p(P)[^ + dS = h, (M) 

(voir le n° 9 , chap. I) ou nous avons les cas interieur et exterieur 
pour x = -h 1 et — 1 respectivement. 

Pour le cas interieur, liquation de Green (i 3 ) nous donne 

//![(£)■ + (?)’ + (s)’] 4 '** 

p(M)V*dS 

ou V est un potentiel correspondant a liquation integrate (a5) 
rendue homogene. 

Done si p est toujours negatif, cette Equation homog^ne n'a pas 
de solution non nulle : nous ne sommes pas dans le cas singulier, 
il y a une solution unique de liquation avec second membre (35). 
C est ce qui a lieu pour le problem© d'un corps en ( 5 quilibre de 
temperature avec rayonnement, ou p est une conslante negative 
(voir 5 °, n° 6, chap. I). Si p est positif ou change de signe, nous 
ne pouvons rien dire, et il faut examiner chaque cas separement. 
Pour le cas exterieur, nous pouvons dire que nous ne sommes 





RESOLUTION RES PRORLEMES POSES AU PREMIER CIIAPITRE T 251 


pas dans 1c cas singulicr (autrement clit qu’il y a line solution uni¬ 
que), si p csl esscnlicllemcnl positif. 


14. Fonctions de Green. — Lcs paragraplics precedents vont 
nous permeltrc clc constrnirc clcs fonctions de Green (j.(M, P) 
(n° 8, p. in) pour les conditions suivantes : 

i° (j ~ o sur la surface, inlerieur el exAerieur ; 

i>,° i( — o sur la surface, exAerieur seulemenf ; 

O Jl 

inlxnciir si p (M) csl csscnticllernent n6gatif; 
exldricur » » » positif. 

Pour les autres cas de d" (p quelconquo) nous no ponrrons ricn 
dire (*) sauf qu’il v aura en, ytiulral une fonction dc Green. 

Knelled, en posant r} (M, P) :--- * — ttt, tout revienl a trouver 

une fonction m lmrmoniquo dans un domainc 1) on D' 1 unite. par 
S, el satisfaisaut a l’une des conditions 


Wj , Try ( 


0 rrr 




OT7T 

0 n 


-h /> (M)w 


fonction clonnec ; 


prohlemes (pil ont el6 traites au n° 7, p. \!\, 

Si w i on <>TTT sent donnees, nous savons quo la solution ex is to 

et est uni(pic. Si m <( est domic, on obtient par inversion (* 2 ), en 
ramcnant au cas intericur, une solution m qui ne s’annule 

pas a Pinlini. Kalin si ^ h /> (M) m est domic, nous savons quo 

la solution ex isle el est unique pour les deux cas mcnlionntfs plus 
haul au 3°. Si p esl d’un signe quelconquo, nous savons sen lenient 
quo, Pequation (do), n’est ainguli&ro quo. pour des valours particu- 
lieros do X qui m general sont di Heron les de :t i. De sortc qu’en 
general, le probleme a une solution unique. 


( J ) On n’a pas encore appro fond i cello question. 

( a ) ll an Hit pour cola d’utilLsor la romarquo do Lord Kelvin suivant laquolle 
hi V (*r, 081 une fonction harmoniquo il on est do m6mo de la fonction 

1 y( , ' r . . 7 . . . .. JL .. 

Ayx i v a . 1 . .8 * V r * + 7 2 + - 2 * 2 -f*• 1* - 2 ’ * a +7* •+• 
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Encequi concerne la condition 2 a pour le eas interieur, si nous 
ecrivions 

(36) § = l ~ w 

il faudrait que nous eussions une fonction harmonique w, qui satis- 
fasse a la condition 

& I I a. 

— =-sur la surface. 

<m* d/ii r 

Or c’est impossible puisque, contrairement a la condition ( 2 4) 
da n° 7, l’expression. 


mi \r 


d S = 4 71 


n’est pas nulle. 


Gependant si nous remplagons la condition 2 0 par la condition 


( 37 ) 4 ° 


d§ _ 4w 
dn t - S 


ou S designe l’aire de la surface* nous aurons k trouver une fonc¬ 
tion tsr harmonique a l’int^rieur de S, et satisfaisant k 

dw & 1 4tc , t 

^ T. ~ -?r sur Ia surface, 


ce qui est possible, puisque 

= X «(?)**■ 


aw 

btti 


dS: 


-X 




dS = — 4 71 = °* 


15. Les problemes g6n6ralis6s. — E. s’agit ici de chercher 
(n° 5, p. 18 ) des solutions de 

(38) AV = ©(as, y , z) 

qui satisfont a diverses conditions sur la frootifere S d’un do- 
maineD. 

Nous avons d&jk traite au m&me n° 5 le cas interieur pour la 
condition 

V =/ (M) sue .la surface S. 

Le probl&me 6 tant ramen<$ au probl&me de Diriclilet, a une solu¬ 
tion unique. 
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Pour le cas exlerieur, en ramenanl par une inversion an cas 
pr6cMcnt;, nous aurons <$galement une solution, mais ellene s’eva- 
nouit pas a I’infini. 

Chcrchons ensuitc la solution mUSricurc pour la condition 

£=/<*» 

Nous util iso. runs la fonotion do Green cj, telle quo 

{4o) ~ (n° 14, 4"). 

Eorivons 

— U »)«W 

On a, d’apr&s (i3), p. 22 



AV, 9 (x, y, z) 

ot sur la surface 


<>v, 

O /!,• 

- - s ( '*0V"» = 
‘ */ »• 

on 



¥* I 

Kcrivons ensuitc 

V.-V, hV r 

Nous aurons 

A V t 0 , 

ct sur la surface 

‘' Va /'( M ) i- < 


Nous aurons clone [cVajir^s la condition (2/1) du n° 7] une solu¬ 
tion tie noire probR*n\e potirvu quo 

£ /(M)</S h- <?„ - o 
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12.4 

Le cas exterieur ne presente pas dc difGculte, puisquc la fonc- 
tion de Green correspondante existe (n° 14, 2°). 

Nous arrivons a la condition mixle 

( 42 ) ™ p(M)V == f( M) sur la surface. 

Pour ce probleme, il y aura une solution pour lc cas interieur 
si p( M) est essentiellement negatif, et pour le cas exterieur si p (M) 
est essentiellement positif. En effet, dans ces deux cas, nous pou- 
vons op^rer comme pr 6 c 6 demment, (] etant souinis non h la con¬ 
dition ( 89 ), mais k 3° du n° 14 et V 2 etant une fonction liarmo- 
nique veriflant ( 42 ). Les fonctions V 2 existent et sont uniques 
d'apres les n os respectifs 14 et 13. Nous pouvons dire aussi quo 
si p{ M) n*a pas un signe constant, il y aura en gdndral une solu¬ 
tion, et nous pouvons pr 6 dire que pour certains cas isolcs, il n’y 
aura de solution que si/(M) satisfait k une certaine condition. 

III. — PROBLliMES RELATIFS A. L’EQUATION AY = R (x,y, 2 ) V, 

et a des Equations analogues 

16. — Nous avons pos 6 ces problenies au n° 11 , p. 27 du 
Chap. I. Pour commencer, envisageons 1’equation 

(43) AV — ll(rr,y, z) V 

Soit d'abord a trouver une solution analytique de (43) a I’inLd- 
rleur de S, satisfaisant k la condition 

(44) Y = o sur la surface. 

Nous avons vu (n° 13, Chap. I, p. 29 ) que cette question revient 
k la solution de Tequation integrale homog&nc 

(45) V(M) = — §(M, P)R(P)Y (P)dw, 

pour la valeur X =-- 1 (*). 

(‘) Le noyau $(M, P) R (P) devient infini quand M, P coincident, mais seu- 
lement comme (jj et par consequent comme nous sommes done dans les 
conditions etudi^es au n° 16, p. 63, et note A, p. i/n. 
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II n’y aura clc solution non nulle h notre probleme que si X = i 
cstunc (lcs conslantes caracteristiqucs, autrement dit il n’y aura de 
solution que pour cerlaines formes partioulitres de la lonction 
l\(x, y, z). Nous allons demontrer qu’il n’y a pas de solution si 
II (x, y, z) esl tonjours positif dans D ( 1 ). 

Uemplagons V dans la Ibnnulc de (Jrcen (i3) par la solution 
ehereluSe do (43). 11 vient 


m 


M 


<>V' a 




D-'-O 


d’ou il esl evident qu’une solution non nulle V n'cxisle pas lorsque 
la fonclion K(a;, y, :) reste positive. 


Hemplagons inaintcnant la condition ( 44 ) par 

(4^) V ::~= fonclion don nee = /(M) sur S. 

Nous avonsvu (chap. I, n° 13) qu’il fanl : 
i° Trouvcr tine function harmonique r (M) qui satis fait h la 
condition (^ 7 ). 

Trouvcr une solution, \ l de liquation non-homog&nc 

(/, 8) V (M) = ' : 1 ( c; (M, I») K (1») V (P) <U -4- V (M) 

(voir n° 13) on est un el 6 ment de volume. Cette function V t 
sera alors la solution desmie. 

Done il y aura une solution unique pourvu (pie la solution 
pour la condition ( 44 ) n’oxistc pas. 

Kn particulier, nous aurons certaincment une solution unique 
si H (.t, y, :) esl esscntiellement positif. 

Considerons maintenant le cm extfrieur pour la condition (44). 
Il est cWidenl que cottc solution est donndc de la mfimo fagon par 


(t j Dans cc raa le noyau sera do la forme ^tudicSe au n° 45, p. i<>4, puisquo 
fit M. Pi rtsl. Rvmritrmuo. 
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1’equation (45) pour un domaine extcricm- D'. D’apres la formule 
de Green correspondante ( 1 4), on voil com me plus haul qu’dle 
n’existe pas pour R constamnient positif. 

Pour la condition ( 47 ), il y a une nouvelle difficuM. Si nous 
cherchons a resoudre le probldmc par l’equation (48), il faut avoir 
une fonction ?>(M), harmoniquc ii Pcxhlrieur de la surface S ot qui 
satisfait k la condition (fij ); ce n’est possible avec uno fonction v 
nulle 4 l’infini que si (n° 7, p. ii 5, cas 2 0 ) 

(49) ? (M) /(M) dS = o. 

Posons 

(50) F=r ?(M)/(M.)dS. 


En gdn^ral, la quantity F cst difltercnlc de y/;ro. 

Cherchons alors une fonction v, harmonique t\ I'cxUh’iour do S 
et qui satisfait k la condition 


v(M) =/(M) ~ F 

surS,cequiest toujourspossible (remarquerquc £cp(M)dS^~r,p. i if)). 
La solution sera dorm6e par liquation 


(5l) Y (M) : 


~ 1 J^§(M.P)R(P)Y(l»)d«,+«(M) 


t~ I-' 


17. — Envisageons main tenant la condition do Neumann 

( 5a ) 


sur S, en commengant par le cas particular 


(5a biii ) 


C>V 






sur S, ou Ton cherche une fonction exUrieure . 

La. fonction de Green relative k cette m6me condition (fri 1 " 11 ) 
existe d'aprSsr fe n° 14 (cas 2 °, extdneur). Des lors la solution veriiie 
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FEqualion intEgralc homogenc (45), ou <J (M, P) cst la fonction de 
Green proprc a co cas cl ou Ton prcnd a == i. La solution n’existe 
done epic si X i osl unc conslante caracterislique. 

La formulo de Green nous monlre encore ici epic ccttc fonclion 
n’cxislo pas si II csl eonslammenl positif. 

La solution oxloricure pour la condition (5 w) veriliera 1’Equa¬ 
tion integrate ( 48 ), ou n(M) cst mainlenant unc function harmo-- 
nique salisfaisanl <\ (Ha) et obtenue sans difficult^ (voir n° 7, 
cas 4 °)- 

C’est pour le cas inlerieur qu’il y a dcs diflicullEs. Gommcn- 
$ons par la condition (f) 2 l>i8 ). 

On pent former (voir n° 14, 4°) unc fonclion de Green cj (M, P)* 
telle que 


stir la surface. 

Nous pouvona ajouter a e|(M, P) unc fonclion de P, G (P) telle 
que 

l |<;;(M,Pi }>•■ C (P)| R (M) d(u M = o. 

, * «> 

Gcla revient a supposcr que 

(54) J ij(M,I’)H(M) ( (o)„ = o, 

cf ayant lea prapriEtEs d’uno fonclion de Green, sauf d’etre synie- 
tricpie. 

Gonsiderons mainlenant Pequatiim 

(M) V (M) = - ^ j' cj (M, 1') H (I*) V (l>) J,o„. 

Nous avons 

w - - AX *» * (|, i- *- sX v m ■'»- 

ct d’apribs la formula p. 22 

AV==XIl(M)V(M). 
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Or mulliplions ^equation i55) par K (M)(/m m el eiTcvluiuia Fin 
tdgralion clans le doinainc cxlerieur 1)'. Nous avons 


R(M)V(M)c/co m 


A ,'». 




cl l’<$qualion (55) nous doimo l>len la solution da noire prohleme 
pour 1 -- i. Cello solution nVxisle qua si ), i est mu; rnnstantn 
caraclirislique du no) an 

; (UM.niid*). 


Passons mainlonant h. la solution pour la eumlilion In (into 
ricurc). 

Posons 


*.h 


Conslruisons mainlonant la (diuiicm 


’•*.It . . 


D 6lant 1c volume de la surface. 

Nous avons d’apr&s la formula de (inns* (n M 7, p. i ij 


13 dS - <}. 


Ditcrminons enliu uno function r,, hartnoniqne. It riul/rit* 

•de S cl telle quo 




•ce qui cat possible (n n 7, cas 3*‘), puiacpia 
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La solution do notrc probl&me scraalorsla solution de liquation 

(57 ) V(M) == - ^j5(M,P)ll(P)V(l')i« ( + » l( l!] + , j( M) 

pour X = 1 , <5 (M. i’) dosignant la foncliou dc Green ulilis 6 e dans 
(55). 

La solution exislera lorsquo la solution pour <j (M) — o n’cxiste 
pas. On voit com mo plus haut qu’il suflil que K soil cssenliollo- 
ment positif dan s ■ 

18 ._Nous al>or<lcrons onlin le probieme dc la olialeur oil la 

condition sur la surface S csl la suivanU; 


Nous avons -vu an »“ 14 epic nous pouvons on yi'/u'ral eons- 
ti-uirc une fonction do Green c|, satisfaisant ii la condition 

S-pw-o 

sur la surface. 

Cette fonction. nous permot do resoudre de suite le cas ou 

h ( k M) <>. 


Nous avons en effet lYqualion homogenetic Fredholm oh q 1 
est rempIacE par* Cj A ct il y aura une solution dans le casou X i 
est une cons tan te caraclorisfiquo. 

Et de meme nous avons uno equation analogue k (i\H) pour 
traiter le cas ou h (M) ;zf o. 


19. —Nous avons dEjfi indique (voir n" 44, p. 5 o) comment on 
traite les equations 

(58) AV 

( 5 9) AV = H(.r.j. z) 

II s agit de trouver une fonction \ (|ui vcSritie une dc ces Equa¬ 
tions A 1 interieur cl une surface reguliere S, qui sc reduit a une 
fonction donnEe (os, y 9 z) pour t - o, el qui satisfait A cerlaines 
conditions sur la surface, conditions de Diriehlet, de Neumann, 
de la chaleur. 
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Nous commen^ons avec (58) par le probleroe inUrieiir avec la 
•condition 

(60) v = 0 

■sur la surface. 

Substituons dans (58) 

(61) V = fa y> *) [= (M)]- 

II vient 

(6a) A? = — XR(M)<?. 

Nous avons deja vu que la solution de cclle Equation avcc la 
condition '6o) revient a l’equation liomogenc (voir n° 16), 

{63) ? (M) = fcf v § ( M - p ) R (P) ? ( p ) 

ou Cj est la fonction de Green nulle sur S. 

Done il y aura des determinations de pour certaines valeurs 
de X seulement: les constantes caract6ristiques du noyau 

^§(M,P)R(P). 

Ce noyau a la forme d’une fonction sym&trique cj (M, P) mul- 
tiplide par une fonction R de P scul. Si R est cssenliellemcnt 
positif, ce qui est vrai pour les applications physiques, ce noyau 
entre dans la categorie consid6r6e par M. E v Schmidt (voir Ch. II 
(n° 45, p. io4). II se ram hmk un noyau sym^trique : ses cons¬ 
tantes caracteristiques sont reelles et ce sont des poles simples de 
la rdsolvante ( i ). 

Or au moyen de la formule (i3) obtenue au n° 8, p. 22 , on 
peut ecrire 

(64) Ajr§(M.P)/(P)rf w , = _4,c/(M); 

nous aliens montrer qu’i toute fonction M) continue ainsi que 


(*) P° ur 1 ® cas ° u R est qaelconque, voir T. Marty, Com pies Rendus . 
Fev. 1910., 
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ses d6riv(jCH premuVes et sceondes et null© sur S, on peut foirc 
eorrespondre unr. I'onclion /(M), tollo quo 

<«■'•) | $M,V)f{l')d* r = */(M). 

J I» 

Kn romparnnl d>;>) over (I>/|) on voil on clTct que si la tone lion 
/(M) ox'isle, (‘lie \<Vilie 

A;/ ^M) 4 

II laul nnmtrer quo si Ton smbslitue cello expression tic f(M) 
tlans U*. premier memhre tie. (tm), la I'onclion oblenue, 

</ 0 » f' T P)A, ;/(!»)*.»,. 

nVst antra que ;/{\I), 

Or on a d'aprta la formule gt'utb'nlo. 

A'/(M) %(M) on X f/(M) c/u\I)]:-~o. 

Done la function y (M) —//(M)ost une Function harmonique & 
rinOneur de S, c|ui Cannula sur S (n° B f p. a3), ot qui est bion, 
par consequent (a" 7, p. 11 /*), identiquoment nullo. 

II on resulte qua ton to (unction <j (M) nullo sur S et continue 
nvec Ht*s tli f| rivc^m soeondos out do' la forme oug6e par la condition 
(H) du n" 2» p, toK), Elio pout doin' tUre devcloppde on ime s^rio 
almolumont ot unifornubnenl eonvergeole do functions fondamen- 
tnlea 

'f a {M). %{M) ... 

relatives au im\au ( M t P). H (P)« D’ailleurs ceci cxige mani fes¬ 
terment que le noinbro da cos functions fondamentales soil in (ini. 

Happelonn-nouH maintonant qu’oulre la condition aux limilcs, 
tin asmijettit la solution V de (58) h uno condition initiale, laqucllo 
eonsisle h so doimer ! expression «(.r, y„ z) de f pour t == o. La 
function a est continue avec hoh d6riv< f »es sceondes et d’aprfcs la 
condition (fro) ecrite pour / ^ o r alia s’ammle sur S. Elle satisfait 
iliiru< &11¥ Ititiitifi «\ ttfiWa urtiip 1 « fWvidmmertioril, on 
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Developpons de cetle man tire la fonction initialc « (x, y, z) 

(66) «(M) = Aicpj (M) -H- A a o 4 (M) 4- ... +- A,,*?,, (M) -+- ... 

on Jos A sonl donnAs par la mdhode de Fourier (ri° 9, p. 11 ). 

IJnc solution do noire probleme sera alors 

(67) V(M,<)==:A I #,(M)a- x '‘+A l «p l |(M)e-V I 

s6rio qul csl convergcnlo puisque (6(1) Test absolumenl. 

Cette solution salisfait h Louies les conditions presorites. 
i° Elle salislail l\ U equation (58puis(pie chaquc tonne salisfait 
a cctte Apmtion. 

a" lille a pour limite zdro sur la surface, 

3° Elle so redid l a a(M) pour / o. 

20. — An point do vuc physique (n° 13, § 3°, p. *juX), nous 
savons que la solution est unique. En diet, la loi de variation de 
la temperature V d’un corps donl la surface est i\ ime lempdra- 
lure nulle, no pent elre indiUemmu'se quand on commit la loin - 
pdalure initialc a. Nous pouvons prtWoir aussi quo tonics les 
oonstanles caracldrisliques doi\ent clre positive's: 1111 corps <lont 
la surface a constaimneut la temperature ztko aura une distribu¬ 
tion de temperature qui Lendra vers zero. Or en so important a 
Tcxpressiou (67) de la temperature V, on \oit qu’il ne pent etr 
Aire ainsi si les ) (i nc sont pas Lous positifs. 

Mais ces deux fails sont suseoptibles d‘unc demonstration 
rnathomaliqiio. Nous avons suppose ([ue la fonction H est positive. 
La formule de Green (i3), p. 109, nous domic 



D’ou il est 6vident que X est positif. 

Nous avons d6jA d6montr6 que la solution est unique au n" 14. 
p. 33. 


21. — Nous avons done traits le probldnc inldrieur relalif h 
liquation (58) pour la condition V = 0 sur la surface. Les pro 
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blJnncs interie.urs pour d’aulres conditions, ct les probl&mcs exte¬ 
nd irs sc Iraitent (rnnc manierc analogue. Gopcndant on rencontre 
•ocrlaincs diflicultcs cjuc nous allons indiquer. 

Considenms la condition 

<7°1 V , :/(M) 

sur la surface S, la fonotion V veriliant ( 5 <S) & Vintdrieur clc S. 

11 cst tonjours possible do tmuvcr unc lone lion harmonique 
independanle de /, ra(\l), (|ui premie la valour f( M) sur la surface. 

1 Nisons 

V • V *+» CO. 

La fonotion c satis I era aux equations suivantes 

An 

( 71 ) v o sur la surface, 

el 

v a (M) — (o (M) |)onr t o. 

Nous supposons pour (pie le problemc soil, possible que la valcnr 
,1, V l >our / o, soil 7. (M), satisfait K la condition ( 70 ), de sorte 
que a salislnit a ( 71 ). On eat ainsi ramcn 6 an problime tin 
n" 20 . 

Doin' n sera determine par la metbode preoedente. 

Le, problemc exlerieur sc traile (rune manierc idonlique : dans 
cc (‘as la function V sYnanouil a I’inlini; on suppose que sa va¬ 
lour initial**, la fonrtion a, sYvanouil aussi ?\ l’mlini. 

Nous no nous anvterons pas aux conditions 


oY 

on 

»p • 

V 

- 0, 

oV 

on 

i /». 

\ r 

h. 


Nous avons on diet demonlre (n" 14, p. 171 ) rexistcncc en g6- 
tuh'a! d’unc fonrtion clc Green pour la premiere do cos conditions. 
Kilo nous permot trait, dc trailer ces cas (Tune manierc tout <\ fail 
analogue a la precedent©, pour les probl&mcs inlEricurs ct ext6~ 
rieurs. 
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Pour la cas exlerieur Ics conditions 


sur la surface, sc Iraitent par ime analyse idcntique, mais il faut 
supposer que la fonclion V el: la fonction initiate a sont nulles a 
Tin (ini. 

22 . —Nous arrivons maintcnant au cas inUkicur pour la con¬ 
dition 

b'V 

bn ^ 0 

sur la surface [toujours pour 1’equation (58) j. 

Nous pouvons former une fonction do Green telle quo 

SiW*- 4 *’ 

sur la surface (voir n° 14, cas /|°). 

En refaisant la discussion du n° 17 apris avoir eilectue la subsli- 
tulion (Ci), nous oblenons liquation integrate analogue a (55) 


9 (M) = i-J n <J(M.P) R(P) ? (I>)rfu 


dont les solutions salisfont aux equations 

A —■ MV.p, 


dans lo domaine D* 


( ^ sb o sur ta surface. 
bn 

En raisonnant comme au n° 19, on voit que nous pouvons d 6 vc~ 
lopper unc fonction g(M) suivant une nkio dc fonclions fonda- 
mentalcs relatives k Fequation ( 78 ), pourvu que 

% = 0 sur la surface 


g(M)R(M)dco ] 
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Nous supposons, Lien enlcndn, quo, la valcur initialc de V,. 
«(\f), satis fa it a la premiere do cos couditions. Kile ne satis fa ill 
[>as on general a la scconde. Posons 

l a (M) It (M) du) u A, | H (M) </u> M — B. 

, hi J i) 

Mors la fonction a (Mi) — ^ (\sl devcloppable on scrie dc fone- 
lions fondamontalos ot 1’on a 

'» (M' J l Ai'fi (M) A./fj (Mi -i- ... 4- A„<p,,|M) + ... 

La solution sera 

-;ti V(M,/ j V j I A,9,(M)<: V | \ J?a (M)<! ‘v I-... | A„'p„(M)e~ 5 '" ( 4-... 
(lar (‘title expression sal is fait t\ toutos les conditions. 


Nous arrivons enlin ft la (‘ondition 

oV 


»ui, 


-!/(M). 


Kcrivons 


r f /(M)dS :=* C. 

, I N 

Ht considt f| rou,H la fonction 

V,(M • f H< I*) J. -/<■>, 


on r cst In distance MIL 

On a d’aprt^ 0*$)* I K 
AV| — 4 n H(M). 


r* v w nr iup>^ 

»vi, , h !.,/», toi'rj Ju 


Done la function 
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rst unr solution dr 


A\ * H 


( " v ,/s (- 

L tvi, 


( amstniisons unr four lion hantumique l ,, indrpendante, ‘do t e i 

{vile c|u"on ait 


'' l 1 a ( M> " l "• 

on, J e/i, 


< It da t*sl possible |mr la mrthude deja expunee iiii ir7» j>. 
t\H d", pmMju'on a 


I 4 ‘Ms ti. 

f OH, 


La funrtiun 1 * ne sen* determiner cjtu\ tine enuatanle arhitruire 
additive pres ; nrnis re fait n*n pus d'importance. 

Krrivnus, enlin, la solution nmis la forma 


V M i' l i I li. 


La funrtiun n sera unr solution da (AH) qui pour t o *«» re* 
duit a la funrtiun runnna 


«iM' v,«... r 


rt qui sntisfnit ii la rumlitiun 


■" ,, M " l “ A 1 n. 


*vi on 


La funrtiun initiate n 1t HiUinfait uuhm « la condition 


jmtirui qu*on ait Idea entendti «/ < Mb 

1 >one il est possible tie determiner ii par la tnrtlt«»de precedente 

et V fn| rompletemrnt contiu (»). 


{* On pmtt ili'nmntrnr tju*k la jimmtVr* rtin»t»nt« farnrtiVi*ti*jun mcrei- 

|«mil umi Minto fmtriimt fawUmftnUtA, ttqttfdlii eat j*m*loe. 

\uir Bmmmmtr, Truitt unutvlimif do in cMrur, ItimuM**!, VhMr, »» u«». 
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_Q n vor ra f'l«o l’l’qualion dos ondes 


(59) 


4V=|((M) 


o»V 

A< 2 


i3 7 


ost susceptible cl *nn Irflitcuiont piosquo idenlique. II csl ndccssairc 
seulement d’in.dLiqr' 1101 ' 011 l )CU ( * n i»ots quo.lles sont les diiT6rcnces. 
Pour fixer les id<5©«. proposous-iious a\ probl<\me : tin gaz par fa it 
est renferme dans line surface (ixe : on provoque uno, petite vibra¬ 
tion quelconque tin K i,z t (>lon demands le niouvement du gaz i un 
instant ulterieixr- A l’e<[uation (5;)), il faut ajouter les conditions 


(7^) 


eV 

%Vl 


= 0 


but la surface S 


et 

( 77 ) V = * (M). P(M)- |>our / o, 


la fonction V <5tan t lo polentiel do vitessos. 

Un type dc solution sera ' r (M) ou 

( 78 ) A? XM»(M)o(M). 

Gonstruisons une fonelion tie (Jreen rj(M, P) telle quo 

_ h " 

r/i w '.' S 

sur S (n° 14, f\ °) ; h retie* function nous pouvonsjajonter une cons- 
tante arbitral re dire une fonctiem arbilrairc de P). 

La fonction. cp »<*rn donmV, par 

(79) ?(M) ~ X* ( (•;(M, P) K(P)o(P) du> t , = o 

pour une valenr* oonvcmahlo de ).*. Kn oiTet, on a bien ( 78 ). Pour 
satisfaire a (7 G} ^ reiiinrqtions quo nous avonn 
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Or 
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f R(P) ?(P)«K = X* f f <J (M, P) U (M) H (p) o (P) rf«vK 
Jt> JvJv 

= »f o [fj ( M > P)RfM) rf ..]u t P, <f (!’>/<■>,. 
Par suite,, ^ sera nul pourvu que 

<J(M, P) lK[il)d<* u = o. 

Nous rfaliserons cetle derni&re condition en choisissant cumvo- 
nablemcnt la constante arbitralrc menlionn 6 e ci-dcssus. 

Nous pourrions atissi inontrcr eonimc an n° 20 que les coiih- 
tanlcs caracteristiqucs do FEquation inUSgralo ( 79 ), qui sont dm 
valeurs cle X 3 , sont positives, do sortc que X cst rtfello ; mais k 
cliaque constanto caract<5ristique correspondent deux valours do X„ 
done deux solutions do liquation (5<>). Nous aurons do mfimo 
qu’au n° 22, commc solution, la stirio 

cc 

V = V (f, n cos Xj | f, n sin lj) 9)I ( T , y, 



Nous satisferons aux conditions initialcs on choisissant les a ot 
les b do sortc que 


«(M) = 




PCM) 


V 




ce qui cst possible pourvu que 

oa e»8 

= o, r 

cVi m 

suv S. 


24. Equation gto&rale elliptique.— ConskMrons maintonanl 
liquation 



HESOUITION DICS DUO 15 LEM KS DOSES AU DU EM I Ell CUAPITUE l3<)' 

ou a , />, r, f sonl ties fond ions do. ;r, y (quo, nous supposons avoir 
ties tie rivet's premieres ct secondes), c/est a-dirc ties functions d’im 
point M dt v , 1 'aire renfennee par im contour plan. 

I/applioalion tie la me,l,bode tie Fredholm a cctte equation ( 80 )* 
a ele laile, par M. Kmile Picard ( J ); nous a Hons tircr notre dis- 
eussitm de son memoire {' 1 ). 

Nous cherchons une. solution cle (So) qui s’anrmle sur le con¬ 
tour (1 tFune a ire plane A, el, qui est continue a I'interieur de cctte' 
aire. Si Ton lit'nl rumple. de la ft>rme (\ 3), p. avt et de la note (*) T 
p. 551 , on voit (pie noire solution sera don nee par P equation 


(Hi) 


( .jl I | v (<;?C- r 0' ; S.-'i) 

( u'J 




(ou r, t‘sl out' function de (*reen .relalitr a 1 equation AV : <)■ 

qui f/annule sur (i), expression que nous Iransformons en 


(S’A) \ 


•\ ft («(;,) ( f rr,,}(-r.v), 

I e: Of. * > 


on intern 111 * par parlies. 

La function dt* < Irecn esl comparable, i\ notre point de vuo, 
a log* * tf tut r esl la distance on Ire los points (a*, y) ol (£, >})• l^onc 

le iii i\an ill- IVipijitioii <M-») est compnralilo a J.; ct, d’nprfts lc 

n" 14 , |i, (in, die jmissciIi; Iiii-ii. i-ri general, tino sululion \ - 
Pour ai'lu'MT ia <lisru->sitni, il lutil unitilror ijui* colic loin lion \ 
nous pcniict ilc H-moiitiT ilc (S■») ft (Mi) ct ilc (Mi) a (So). C cst- 
ft-dire. il faul immlriT *juc- \ it tics derivecs premiftros ct sccondcs. 

Nous iVriMins lc n«.\n» «le (M-i). K (.c, y ; ?, > 5 ), <“t nous elToc- 
tuoiis mi r cctte cijnatinn 11110 e ilftnitioii »i (\oii loiniulo (7), P* -^ 9 )* 


(l) ICgalt-mcut (iiir M. llill.cn : Sarhrirhten C.'VtiiHjrn, Uefl il,. 

J». e H . 

{a 1 Hnni, I'.irr. Muhin, hitcrnut, juillct 
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II vient 
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V(a,30- 


K a (ac,y; £, ■»)) V (5, *n)^rfrj 


^(sc.y)—; 5. ii) ^(5. 


Or ip (x, y) est comparable avec un potenliel : olio a done ties 
•diriveies secondes, puisqnc nous avons suppos6 quo f a des deri- 
vees premieres; la l'onclion Ka est comparable avoc log r , do hoi to 
.que nous n’avons nous occuper quo du dernier lermc. U s a git 
done de voir par exemple que l’int6grale 


JpK) 


a des d6riv6es premieres ; mais clle s'6crit 

(84) — JJ <«5 dith. 

et cette integrate a des d6riv6es qui res ten l finies sur le bord. 

II faut maintenanl examiner les dirivecs secondes. II est evident 


JJ K a (x, y;$,r { )V(t,r))(lZ(l/) 


a des d6riv6es secondes, puisqnc V (£*, rj) a des d6riv6os premieres. 
L’expression (84) a des d<5rivees secondes pourvn quo ait des 
-d6riv6es secondes. 

Done l’existencc des d6riv£es est dlablie. 

Nous pouvons dire que notre problemc a en ydndral uno solution 
•unique. Mais il y a certains cas ou il existo une solution du pro 
bl&me quand nous faisons / 6gal h zero : pour ces cas, — c/estJ*- 
■dire pour ces monies fonctions a, 6, c —, d’&pr&s la tluSorie de 
Fredholm (n° 21, p. 66), le problimo ou f n'est pas identique 
ment nulle n a pas de solution (k moins que (x f y) fut preei- 
Ancient nul). 



NOTH A 


m'lHVTION DKS NOV MIX INKINIS 
D.VNS I,K CVS 1>KS IXTKOU/VUiS DotmUiS 0 ; 


1. — Nous suvons <jt»e la resolution d’uno Equation do Fredholm 

(«! ?(*) t /*v(OK(*,/)*=/(«) 

de noyau R (#, () pout at* nunener a eelle d’uno nouvcllc equation eta 
noyau 

, */. 

/• /,) K(^. l)dl l9 

on K a (s f / mi le noyau iItW une ibis. 

Nous mmol vu n” 14, p. (k)i Pellet crane | mm lie iteration pour 
unr integral** simple tlont le noyau esl susceptible do prendre des va- 
leurs infiiiies tie la forme 

II <*, i) 

K (*''0'*(« o* 

(nua* % ■ i |wmr tjue let integrities nient im sens) II (s, /) rcslant 
link el nous nvom constate tpwtprcs un nombre suUisanl d’itera- 
tious tm obiieut tin noyau tpii resit* fmi. 

RtudionH nit imbue point de vue le can d'une integrate double. Soil 
Pequation 

O V (M //V;I»)k(M. !*)«/* -“/(M) 

M et I 1 etiiiit detn points pm stir une surface et la ff etant clcnduc h 

cette surface. 


/* D'aptrs uim* le\*m jmifVwe pitr M. llitilamsrt), ntcnoillio par M. IY'res, 
rtltW flu rKrtilt' Noriralo Supuriettre. 




I.VlQliATlON OK KUK.MIOUI 


a t\ 2 

Lorsquc K (M, P) devienl in (ini, si l’on a, par exemple, 

k(M I') 

I'M" 

•(aver, oc * a pour (pie la Jf ail un seas), on parviendrn encore — a pres 
im nomhre suflisanl (riteradons -- h un noyau restant (ini atupiel In 
ndthode de Fredholm s'appliquo. 


2. • - Prenons par example a ^ i ; nous aliens demontrer qtie le 
•noyau ili^rtS une Ibis - qui pout encore augmenter inddiniment pour 
M ct P voisins Tun de Fautre nVst plus epic logarithmiquement 
•infmi. On pout sans roslroindro la geni*rnlit$ sup poser cjue la surface 
est un morceau du plan des £. (0. 

Le noyau itere ont alors 

K,(M. I*i l'f niM.OUUQ.l*) ,/*«/r, 
n ' >'•' Mg.Ql 1 

(Q etant lo point de eoordonnees 5, r,5. Oousiderons un erode (1 dts 
centre M > de ra)on proportioimel a MP, de rayon ^ MP par exemple 
el contenant P dims son iuterieur. 

Dccomposons Finlegrule chnihle en deux parties, Pune telative nine 
poinls Q in (trieurn a eelle edreon fere nee, Fautre relative a Q rxltvieur. 

La premiiVe integrate est plus petite tpie 



MQ. QP 


£ elan l la limile superiettn* supposee lime de ll(,M # P), 
Quant a 

/V 

•V' 1 MQ.QP * 


un diimgenitni de variables par similitude nmenntit le ra>on clu 
•corcle (1 h Funite no la mmlifm pan, die resde done fin its qnnnd M et 
P tendent Fun vers Panic© §1 $1 en est de rmbne de not re premier** in - 

t&gralc. 


Dans la deuxieme integrate, on pent romplneer QP pur 
rapport de ee* deux quantities res to rompris autre * et ** 


M(>, rnr It* 
: die itug- 


(’) Ka otTot, lorsqua M et P sent voUttu Fun do I'autro, tin pent, nitre t,» 

portion do mirfttrii (stqiposik r%ulitVej qtti lea eon lion t et une jtnrlintt do plan, 
(Uablir une correspond »tt«s telfe tpt« le rapport do deux ileutenh »titfiur 
qui m correspond,.out soil eomprm outre dmix limit©* fifties el qn*ii eti toil «(** 
itubno pour lo rapport entre la distance de deux [mints ijttdcniMpio* rt relit* tie 
lours homologuo*. 



NOYAUX 1 .NFINIS KT INTECJUALES DOUBLES 
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tnente (left lors indelinimeut au plus comine log Ml\ ainsi qu'on s’cn 
assure immrdintomeut on passant aux coordonnecs polaircs de pole M. 
O’est bien le resultat aunonce. 

Une seeonde iteration (<pie Von pourrail memo 6viter) nous rame- 
uera a un noyau lini. 


3. - La eireon stance preeedente sc p resen le dans la resolution clu 
probleme de Dinchlet a trois dimensions par la inethode de Fredkolm. 
Dans le eas de deux dimensions, le noyau 


ktM,P)=r= 


, •' U> « r 

it dih> 


i cos( t\ n) 

71 V 


avcc r Ml* 


reste fmi quand M tend vers P.enr <<)8 ^’ n ) tends vers f , y dlantla cour» 
Imre en P. 

Dans le eas de trois dimensions au contraire 


r (‘os (a, r) 
tint* r 1 


tend \ers l’iniini conuue 


CV»t le eas eIndie preeedetnment : deux iterations nous donneront 
un no\uu Ida auquel s f appli(iuera la methode de Fredholm. 

eas ou K et ou i i etudus comuie le cas ou a=i 

MP* 

On pnrtnge eomme preeedenunenl l'int^gralc 


Mtfop* 


l/intrgrale etendne a I'interieur du ecrcle esl inlrrieurecn \aIeural)so- 
lue a 


XX 


d; d r, 


Mo 1 op 


4*t Pin teg rale 




<n<h, 


Mo* of* 


vnut ’ t foist l’inlfgralts aiudoguo vltmduc a la figure setuldable 


(a Ml')” 

telle i[ue le cenle. soil de rayon i, cetle. derniere intdgralc elant unc 
(inautite tinie lire. 


j/l'l 


I,VACATION JH'l KHKUUOI.M 

L’integrale demine a Pox tenon r du ecrcle sc cotnpode hum! eoinme 

^ (ruand MP et par suite le rayon du mrle tendon! vers <». 
(MP) aa ~’ s 1 . . 

Si done a *- " i * uno soule iteration nous aura a mono a mi no van 
(ini. Si a *> r, nous nvons rein place IVxposimt « pur IVxfKMnut plus 
petit (puisque a a), a a — a. 

11 n’est pas liion difficile do voir qtPun nomine (tut d*iterntiouH nous 
a men ora dans co ran h un noyau (ini. 


4 . 11 ohI. clair quo la indue mdhode H*appliquerait sans nmdiii~ 

cation pour le cas do domainos h un nomine qneicampie do dimen¬ 
sions, toutos les fois quo lo noyau deviemlrait titlini oommo Pinverse 
(rune oortaino pnissauoo do In distattoo outre Ion deux points M, P 
mobiles cln ns un pa roil domaino, 

Ajotdons quo Pinttfgrale par Pdttde do liujnollo non* venom do 
commoncor, savoir Pintogralo piano 


. * til tit 

* MQ.yi 


conduit i\ uno fornmlo partioulioromout simple lnriqu'oti rioiddde la 
dilld’cncG do tloux integrales analogues, suit par exomplc 


(») 




Mn. UP 


ug.'gl’ 


(£• r, otant loujonrs los ordonmVi du point Q t pendant «§ue M, I\ P 
sont trois points fixes du plati|. lino telle integrate redo Ituio lot sqtt'nn 
intend an plan lout eniler , ot la methode employee plus lt#inI on four- 
nil,, dans cos conditions, la valour evade. Si. on dirt, on Jimite tout 
d’alxml Paire (Pintegnition a Pintdieur d*un retrle dctrimmc il di* 
celitre M, on pourra, <1 uno mititicrc iiiudoguo a re qni it ete (a 1 1 tout 
It rheure, remplaeor 


par 

(A) 



tilth, 

MCi * QP 


d\dr % 

Mo.QP'* 


elendue It m, cm-leC liomothcUicpto h V, par rappel A M. but l<* rappmt 

dc similitude . L integrate (,i) etendun }» (I, pet,l done *e tent[d.■ 

oe.r par 1 intfgrale (4) tUcMiduc ii la rnurnnnc conipmr e,it,r C, H (i. 
En faisnnl crollro indc'diniment Ic rayon dc C, cm Irottve aimi, pour 



NOYAUX INFINIS ET INTECIRALES DOUBLES 


I'integrale relative a lout Ie plan, 


I =r a TC lo 


MP 

s MP r 


1 45 


Bien enlendu, il cm rclsulte, pour Pint^grale 


h ffd\d; 


MQ.OI' M'Q. OP 


(ou M, M', 1\ P' soul quatre points fixes), 6tendue h tout 1c plan, la 
valour 

i i MP 

1* r= air log M , 1>r 


Knlin, on pourrait opfaer tie inline cn rompia$ant par 

n’importo quelle fonction homogJme ct dcgrt$ — a dc MQ, QI\ non 
susreptible de devenir mimic le long ePune ligno, par example, 

i 

q- />.MQ.QP r.QP 5 *’ 


ou la forme qundrntiqne (a eoeflicitmls constants) qui figure au deno- 
tninaleur ne s’annulle pour nueune valour positive du rapport , 

On pourrait egulemout eerire ties formulas analogues dans fespacc 
b, troin dimensions On function homngeno devant alors &trc dc degr6 
■ 3), etc. 





NOTE B 


PROPRIETIES DE EA RESOEVANTE 1 )E E’EqUATION 
1 )E FREDIIOEM 


Nous allons donncr ici mic 6ludc un peu plus approfondic des pro- 
pri£t6s do liquation de Fredholm 

(0- «p(«)-x/\(.,o?(0* =/(*)■ 

clans Ic cas d’un noyau Iv quclconque. On trouvcra inter At h comparer 
les rdsultats obtenus avec coux <lu cas symdtriquc (p. 8r-io'i), cpiHIs 
gdndralisont cn par tie. Nous nous bornerons & dtivcloppcr los ItUm 
essentiellcs sans nous occupcr de donncr les demonstrations rigouremes, 
pour lesquollos nous ronvoyons 1c lecteur anx mAmoiros cit6s ( l )* 

1 . Les noyaux orthogonaux. — On appello ainsi deux noyaux 
lv J ($, t), ($, l) qui satis font aux deux relations 

(a) J‘ h K, (*, t) K a (s,t)dx --- o. 

(3) j* K, («, -:) K a (", t)(k : O, 

Nous allons demontrer les deux propositions suivantes : 

Si nous Scrivons 

(4) K ($,t) = K A (s, *) -+■ K,(«,«), 


( ] ) H.-B. Hey wood. — Comptes Rendus, a 5 novembro 1907 ; Thhe , 1908 ; 
Journal de Malhimatiqaes, octobre 1908. 

E. Gouhsat. — Comptes Rendus , octobre ot novembro 1907 ; Anntdrs dt h 
Fac. d. Sc. de Toulouse, l. X, 1908. 

M. Goutvsat ddmontre cos rfoultats par un noyau integral bo mi. 



imoiMUlh'KS IIKSOI.VANTKH l)K LEQIIATION DR FREDHOLM 

K , ($, t) cl K a (s, l) clan l orllhujonauT, nous aurons 
( 5 ) (i°i • k, («, X) + K a ($,*,X), 

(«) 1 *-) D(a) !),(),) x l> 9 (X), 

on nous avons atloplo la notation haliiluolle. 

l > oni' domontrer lo premier resullal, souvonons-nous <pic nous avons 
(Tommie ip, 07) los deux relations 

(7) k 1 (*■• /O) (•'*•» I) - \ / 1( K, (a-, t) k, (t, l, X) tir, 

(8 ) -■ a Kj (x, 0 K a (s, t» X) dx, 

ct los monies equations aver l'in< 1 ir<' a (7, ). («.). 

Nous multiplious 1 equation .8) par K. 2 (l, /') cl nous inlcgrons par 
rapport a / : il want, on tenant oomple <lc (a) 

^q) / 1 K j (tf, /, X) K, I /, //) f// • r. 0. 

Do nnhno 

to; / j K t (s, //A ) Kj (/X .s') ds * * 0, 

do sort** tpn‘ lv , (n. /). K ^ (s, 0 sont orthogonaux. 

Pareilloment lv 1 1 n. /), K j(s\ /, Xi .sont orlho^onaux. 

A joutons Ion equations i 7) ot ^7,) : nous aurons 

k 1 u,/./) I Kj(a'./,/ I k :»•,/) l K a (.s-,t)K a (t, t„iy,ih, 

> j ’’ t K,(s.x) j[K,(T,/,X)'t K,(t,kX)Jdt, 

). f''K(g.~-)\ K,(t,I.X) +K,(T,/,X)](h. 

, 'll 

II fit I'esulte quo lit lorn-linn [k,^. /.') t k a (s, t, X)' ost cUUermint'-ii 
[km i- It's mtSm-s t'i[tinll>>ii'i loin - !iutmi'lIt's (V*. |>. 07), quo In rusolvanlc 
k (s, /, /), i*t jtuisq tit* lour solution i'hI unique (n“ 5 , p. /n\ nous avons 
l V'j^itl it« l (f>). 

Pour ili’innnlrei' la -..rondo rgalitr (a"). m>'*s nous servons dc la for- 
mulo tin n" 17 (p. li'i! 

hi) j.. lug I>,' ) J" k(s.s,>)f/s. 

/ (i [k, (s. s, X) -t- K 4 fs, s. X)](/s. 

^ I log I>,(X) -i- log 
; login,(X) x n,0)| j, 



i/i8 

c’est-h-dire 


i/kQUATION UK FHBOHOl.M 


D(X).-.- c x !>a A ) X 1 MM- 

Pour nchcvor, il fanl d6montrer (pie la ronstnnteCest edition I’unite. 
II sul’lit do fa ire X r • o 

D(o) i D, (o) >: !>>). 

Done nous avons Fcgalilc (<>) (a"). 

2. - De la deniiere proposition il resulte que si est nne eon- 

stanlc carncUVialiquc do k, (s\ t) on tie K /), (‘lit* «*ra aussi tint* eons- 
La n to ea rac It'* risti t j u e de k («, t)> Cel a pose, nous nllons demontrer In 
proposition suivante : 

Les solutions de 

( 12 ) <?i00 — \,J" K, (#, t o, (/)>// o 

et les solutions de 

(13) o 3 (s) l t J" K a (ji, I) >ij(t >11 <> 

soul aussi des solutions de 

(ili) <p(#) ■ X, K (s, t)q[t)dt -r. o. 

Les solutions de (1 ![) soul des functions linen ires des mdtttnms de (it) et 
de (i«). 

On n’oubliora pas tpie la solution tie (i») on tie { til) doit «*e retluire 
(n° 21, p. 60) a zfiro si X, nVst pas eonslantt* riiriieteristmue de k. rnt 

de K r 

Nous multiplions (ic*) par k t (r,«) et nous integrotts ; 

J' K S *) ?! W ,h ~ ■ X l_ /„ [ /„ \ ('•, *)K,(4. t) its [*, f / lit C). 

Done 

*=*«'*)- \J n K,(«.0?,(<)«/«-K,0«,t) *•»()•« o. 

Il cn rSsnllo quo «,(*) ost uuo solution do Do mi'iiio & (.,) ost 
aussi uno solution de ( 1 / 1 ). 

lWciproqucmcnt, soit o(s) uno solution quclcouqno do { 1 /,). 

I’osons 

(l5) | \f a *«’.(*) 

l CD r- ( m \ »t. 



UHOHUKTES RESOLYANTKS BE INEQUATION BE FUEDIIOLM l/l9 

Jo vain demon trer quo <1>, (*), <X\ 2 (s) sent ties solutions (lc ( 12 ) ct do 
(i3) respeetivement,. Dos equations (i/j) ct (i5) on tire 

(«<») *»*)" 

d’ou il result© 

/„ K, (n. /) •!»„ (0*0 --- X,/_ [ /_ K ,(*,/) K.J, (i, t) <i/J 9 0)(h=o, 

ot d'apres (if>), 

*l* t (a > —' X^ R | u, /) ‘Iq (/) dt X,^ I" R,(*sq *1^ (0 (ft = o, 


cYst-4-dire qua <fq (h) ost uno solution do ( 12 ). Do mfonc on nous ser¬ 
vant do (i/D f nous pouvons diunoutrer quo <l>j,(s) est unc solution 
do ( 1 3). 

3. Parti© d’un noyau relative k une constant© caractgristique. — 
La resol van to K (a, /, > ) du noyau R (*, /), dans lo voisinngc du point 
A X 1? on X, ost uno oonstanto rnrnetenstiquo. pout sYe.rirc comine 
au n* 21, p. (Hi, sous la lor mo 


(•7) 


\ K IS,/.)) 
/ 


'M*"0 Vr t (»»0 

m*' ’ (*, 1 

/(.«./,a) I («./,)■). 


*,(«.«) 


-t-<Po (*•<•*) 


011 s, /. est uni" function continue tin X. 

Nous iifijioloiis y (1, (, X) /it /«ir(if i/e /n r<‘$t>lmnle relative. a la co/ut- 
finite fttttu-hrinli'iin- X, ; |K»ir X o. nous avons 


ki.v.f 1 /_(*, <, i>) »■ 9 0 (*.<. <>). 

suit 

/.(».<) t ? u (*.<). 

Oil 

,(S rt VrM 4- * f- ... »*(*•<>. 

/.(M> ■» X i 1 X, 

Notts ii[i|H'Ioits •/ <*, t) la jiartie <lu /lo.Vfttt k (x, t) relative A X,. 

Nous ullons deinontrer que lt*s deux functions /.(*,<)• «?o (*• 0 80 nt 

tirthiHjimilrx, Do pins, si X,, X s .X„, ... sont lets constitutes caractbiis- 

tiqutis du noyau kfa.O, ii cliaeun do cos nomlires correspond unc 
parti© 



i/kqIIATIO.N DK KIIKMIOI.M 


i5o 

Ces parties son( or that fannies entre riles, Si In serie 

II («,/)• f r lt, (M) I (it, /) -I- ... | ... 

csl unifonnemont convergent^, noun immmm pus en general 

K (ii. /) II 1.^/1. 

En posant 

Iv (#, /) II sj) | >i'* •(*, /), 

nous nppellerons f f u,) (n, t) In pnrtie relative a I'inlim : rile tut hiorllto~ 
gonale a tattles les attires parties. 

Nous nYnlrerons pas dans les details, ipi’m* tmnvrra dnm les me» 
moires cites, do la demonstration tie res propriety. Nous noun borne- 
rons mix idees prineipnlas. 

II nous sera utile d'etablir d’nbnrd <p»ehp*eH relations entre lm four- 
lions cp,( A ', /), /).... 

Kappelons dans ce but la fornmle (it): 

(* 0 ( t k (#, n t a ) (Is —■ 1 log 1/ i , 

Si esl uu zero de I)|X) d’ordro p. nous ituruut 

I>t>1* (>, n-- Kin. 

on 


K(>.) & <>. 

Done 

ill i'wglHX)! • • >( [' f . ( j! I lag K(/)j. 

h expression ^ (log E(X)| rente linie brstpie X tend vers l } , el nous 
tirons de (r i) liquation 

O 8 ) litU (X, ^ A) / K (i!» i . ^ dis ,, . i . |,. 

Xe.s'Xj * ^ 

Oe (171 et (18) il rdiulte quo 

<?r(«,s)Jlf o. / () fr. 1 \*,*)tlt = o./ a V J <*.*)<l* o, 

./„ ?. («.«)<** = /»• 
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Kepronons d’autro pari, les equations ( 40 ) du n° 11 , p. 57, sous la 
forme suivanle : 

f k (n, /) | k(.\\ l/h) 

(uot | 0 * — >.)_ /„ Hs t.) >) f/- I K(s,x)K('r,i, X)(/T 

( !/ * ; iW tl ^ (* s ’» T » k ( T * 0^‘ : ' >" l a Iv (s,x, X) Iv (t 1 /)(h. 

Nous suhslituons ensuito lVxprossion do K (s, /, X) tirrc do ( 17 ) dans 
Ids equations ao ot. nous options non plus seulemenl, les coefficients 
dr{>, > ) \ mai.s reu\ do (X, -- X) l , (X L X) ■*, ..., (X t ---X)-’’! \ 

dans les Irois mrmhres, (loci nous donuo coniine a la page GO, 

(;ii) sd) >, ! { K s;:y Ti AiJ)dz X, ^ Kh ) t)y v [s J , z)d , z~'--o, 

. •/« , •/> 

\ V* i^,/} ) s k (n, t s o, i(x, /)dx • / k(s,x)o r (x,£)dt 

(a*;, 1 * i/t ' U |( 

V, 1 -S / X 1# / tJ k(‘:»/)o,. , (s\x)dx /^k(x, i)<p,.(.s*,x)dr, 


, \ 
O'" t 


' l_ /, s ■. • 

)V,(-.-M/r , ■ 

Vi •<. * 

K 


el 

i 


wh\ (*., i V 

K(.v,0 

(O. 

1 

f «* j( ( \^ 

A /\ r./, 

, t * 

Vm (** * T * Md* 

1 


k M / 

« <4 

•h 

k x, / 'i, (s, x </x. i/) 

i hi trausliu me 

res npuliuns 

pour lour donnor les formes sui rentes 

(an J 

/, M*. 

- 1 : 1 '/• 

1 ( k(:. 1)»s\ * Mix - *’ ^ ’ 


/ \ 

Or. .^. 0 */- = 


('iln ^ 



V, r- *«0, 




) { / , 


• i tin prut «*» lire %i»ii|ii«oiioiil fin (oritwle* on rernpl«e®ot les premiers 
mrmitrm oar S... S_ S an mourn do la notation introduite au 

1 f ’ » f if 
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j\(s, t) 0 ,(t, I) dx ■ ( l a \ (t. I) V, (*. t; ,h 


. V) l*' /] 

J “ r ‘ )* 

M '*1 


'f' 


l *ra /(tf. 0* 

/ X l\(s,x)*„(*,tA)dx~- l J ii ,, K(t./) ¥o (s,T.>)./t 

( a8 ) = H 9 .(*.<•>■) ■ V ' /; n * 

l • ■<?„(*./.X'i Vat*" *•“'(' • 


(#, ip 

K 


On multiplies emuito Peqtiiilinii 

(20*') K(s,t>X)—K.(s,i)- ’kj\{»,x^)K{~.,t)dx ij\(x,t.X)Kis,-)d’. 

par 'p r (<, it) et on I'inU^gro par rapport h l. F.n so servant de 1,201 011 a, 
aprfcs un 16 gor changcuirnt do nointion, 

( 2 9) ** * ■ 

Kt do lu mCmo inaniere on olitieut Ins unties i^pmtions 

( I''K{x,x,l)<f r ,('t ,t)dx • I r,/,/tv, , is.- »f" 

( 3 0) | ?, . («-0 , V. f> , 

/ >, X ' (A, ~ />’ 


( j (i K ($, t, X) ^ t (t, l) (h * K \ xj f X; ^1 (*, t)#lt 

(3i) | , ? S M) . , *«(*** 

■ X, -X ' (X, xv ’ - O t >y 


On sc sort do nouveau do requation (17) pour sep&ror dam let equa¬ 
tions (ay), (3o) % (31) I os coefficients do ^ 1 ^ 1 ••• ^ 1 ^ 


et Ton obtient ainai uno a6rie dYmialionftcmt no r&omient *mi« In forme 
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suivunlo : 

l _/„?'■(•<. t) 9m { x ,t)ch — O, 

(30 /„%«(«. t) 0 rf: ’ ’ «'»-l-«>r+l, 

I r:= 9 wi l >i t(M), 

si //i ~b it ■•:r+ t, 

(33) t / t( V-** t / <( ? 0 (*’OO ?»,(>. 0 d* — 0, 

pour touto valour do w I o. 

Nous homtnm inaintonanl on mo.su re do prouver les propriety 
ononcoos. 


4. \ l’iddo do (33) on pout domontrer epic les deux parlies do 

K (if, 0 / 4 (*. /i 4- « 0 (*. 0 

out orthogonulos. On tt, pour touto valour rtSguliore do X, jjl. 


(34 


. ii 



p) y(~, L X)dt • o. 


11 jmHU pour lo \oir do romplaoor / fs, t, X) dans cello expression 
par mm doveloppoinent 




f» *f* * 

(X, A 


«p 11 jf, n 

* X r 


ol do touir oompto do 33) 

Kn fntsnnl ) I* o dans (34)» on voil liion quo / (if, /), f 0 (if, /) sont 
ortluigonalos, D'nutro pari on y remplnyant X par o, p par X, nous 
fivons, d‘apros iyiH), 


i — * w (.«. t ! I 

,B ! 


X//’v.. ? u ( T ’ ( ,X)(h 

W./’v„('.0 V»( s > 


ot, d'apro* (*io i4 *| ol (i 7 ! 

1 /(*./) .»■ /(.i.l.k) X/ ii ’z(«.t)/.(t,i.X)ib 

3(i) ' ■ 


On jwut dmir din* i|U<j If* fonrlion* (*> 0 ot y (*. t) sont ortho- 
gouides ot out re.jH’eliveinriil pour rdsolvantes les fonctions o„(k,^X).- 
/(*,/./). It t<n rwmlte <|iu* non* ponvonx nppli<|wcr les considdrations- 
.1,. « « ..l Inis do 1 Vernation mt&oxale- 
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homogono (I /|) * no us purn'mis emmAerev a part la parhc / ' v, t) dti 
noyau K (s, t) re (alive a X { , 

Lo determinant K(>.) do / sj) est donnrt pur In ft»nimlr (i t) qtii de¬ 
viant ici 


d 

<11 


log K(X) 



) )tk 


} 


I 1 , 


la socondo coalite provenant do u\ . 

Par consequent, 

1 ? [ A) : I A - A t |0 > ftlSIil, 

Main 

K(n) i, 

dVl’l 



OYst le faelenr du determinant 1 >, a f fir K|a\I,i trial iJ /i la purlir 

•/.(*> ')• 


On pout demontrer euliu rjtit* lett parties tlti t»man relit tites ii iltnn 
comtuutes earae.kVi&tiquoM aunt ortlmgtmiilri, 

Soiont, on effoL /, ($, t), / a (nj) le*t jutrl it** tin novatt K n,l ioIiiIivih 
a X,, X (i ; noicMit y, (a\ L / h / , L / ‘ lr*i parties mtTosptititlantoH dr In 
rosolvante. On pout poser 

el, on nppliqunnt Ion ibnutdes nit \\m n pnriiintr p et a pour 

p o. 

r h 

J n /.•< O.M t a I *H 

( / a /.*(*• 0 |y.4 (*.aj § > <lt «*. 

La louction ^(*, L X) rosin finia lorttqtte X sYpprorhe dr # tl ; dnctr, 
on so souvonimt do la forme do y (l t, / , on riutmdtttsttut dam IV^a 

<11 to pmY.dente et annulimt lot tormos on 1 . , 1 it 

res torn 

< •/* #|* 

Kaisant X :v::o. on aura mifitt 

J ti 7 j{ h i x] 7j{^* rn J a «i» 

’Notts axons clone d&ntmtre quo y f (#, f), ^(s, || sunt cirtlingoiialtw. 
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5. Fonotlons prlncipales. — Envisagcons mainlcnant la fonc- 
lion 9 . ‘a, /). LYqnation (ar) indiquo qu’cllc cst unc solution dc cha- 
cuiu* dc.H equations assoeiees dc Fredholm sans second me mb re pour 
X X t . (Idles ci out le indne nombre q dc solutions lin 6 airemcnt 
independanles. Done, consult* rec eonnne unc lonotion dc s, 9 ,. ($, t) cst 
la somme dc <j lonetions lincairemcnt indbpendantes an plus, les coeffi¬ 
cients cl ant cerlainos lonetions dc L l)c indue, considerec commc 
unc fonclion dc, /, 9 ,.(,s\ t) cst la somme dc r/ lonetions ind 6 pendantes 
an plus. Nous pouvons ccrirc 9 . (,s\ t) sous la forme 

v 

^ S* (•'•) r i* ( 0 - 

/, > 

D’aprcs Fequntion fa*j) on \oil que 9, /) cst unc solution dc 

rharune dc deux equations assoeiees dc Fredholm, avee second mem- 
lire, pour a Xj. Les conditions pour r<*xislenee dos solutions sont 
nccv.HHfitremcnl mnplies, (Fapres (3u). La forme des Equations (aa) 
demonlre que 9. { (s. t) cm l aussi la somme d’nn nombre fmi de pro- 
<Iuits ; 

k m 

9' I * s '» l ".' h s> ) P/, (Q« 

h l 

Nous evnmiuons dc prorhe cn prochc Ionics les lonetions cp ( ._„ 2 (s, l), 
9, . »(*. 0. «... Vi D, et nous trouvons enfm quo cp t (#, t) esl aussi la 
somme (Fun nombre fmi tie prod ui is : 

ft 

(Ml Vic«.0 (*)+*(<)• 

/i I 

Suhstituons enlle. expression dans unc des Equations (3a) : 

/ } ’ft 9 s ( T ^ Ddt ?i 0 *« 0 * 

II en resit lie 

V v <h(x)<it — ^ ?»(*) +*(i)' 

* j ^ 

On pent *farranger (tour quo levs lonetions 9 iW> •••» 9 *W 
iitieairmnent mfllpendimtes, el quo les functions <|q (t), ^ (0 

Muient indepemJimtes. Dans cas conditions, tig&lons les coefficients 
de dims lei deux meinbrm, Ccci nous donne les relations 

i—<> « 

/ a-, / ' 


156 


l K(jr\ noN m kukoiioi m 


IVou, cn integrant IVxprelum (56 pour $ / 

/ * h 

f t ?i (*.#)</** «• 

Happelons une des <5cjnalions (tpj. 

•A 

l it Vi 1 #. /<. 

ou p os l lc deg re du y.t$ro X t do l) X 
Nous obtomms n = />> 

l* 

0#) ^'n(.')-h{f). 

t 

Nous appollorons los a p fondions 



s 'ft (A Vj *). Vc ( A • 

I M'). •frj-O. *,(»• 


fondiona pnneipaUa relative a a 

Si un ziro do degro p do l) A) ont mmiilert* oouuuo p /or oh di'dinetH, 
on pout dire <[U*n/i<? pctire dv ftmeiiom pruuapaten euneiptmtl A ehatnte 
zho de I) (X). 

Los functions princtpalcs relatives u X, satiifotit imx equations 
( 37 ). Elios constituent done an XYntenw fataihntpmnl. 

Si mnintenant. on ferit rune den <fa|tuitiom (3*jt) 



')?. 



fi 


I 


on veil quo ©j, ost solution cl'tina equation integrate on le no van (s, h 
csl de la lbrmn (38) ctudit% im tf 6 . m\ p, 411, D’nu run tlMnii ijuc 
fa est de la formes 




ou lo» % sont certaines conntimteii. On verm de m^rne «jue 
Ojfjf, 0 »-*« M*. i) 

sont dune forme analogue. Dans im travail rmmt (■), M, Ulesco « 
a montris comment cn ofleduant unc substitution biortlingomile con- 
venable sur (dp), on pent rdluire la rcsolvante ft unc forme canoniijuc. 
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II y a lieu dc no. pas confondre Icsystemcdes fonclionsprincipales (39), 
avee rolui dos fonclions fondamcntalcs d6flnics scion M. Schmidt au 
n ’ 43 , p. K) 1 ; non plus qu’avec lo syslemc des 27 solutions des equations 
integrales homo^ones associees. Toulelbis, on demon Ire facilcment que 
cos dornioros fonclions sont dos comhinaisons lin6aircs des 2 p fonctions 
principales (on a vu au n° 25 , p. 75, quo q />). Dans lc cas ou lc 
p(Me ost. simple (/*— 1) on dc'montrc mrtmc que cos deux systemes dc 
fonclions coincident. Cc rcsultat cst, on lout cas, evident pour nous 
quand lo noyau ost symetrique. 
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